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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ Ο.Ε.Φ.Ε. 2004 
ΘΕΜΑΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ Γ’ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΘΕΤΙΚΗΣ-ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 
ΘΕΜΑ 1ο  
Α.  ∆ες σχολικό βιβλίο, σελίδα 194: Θεώρηµα ενδιάµεσων τιµών.  
Β. Ι1 > 0 ∆ες σχόλιο σελίδα 346.  

Ι2 = f(3) − f(0) < 0 γιατί  f(3) < f(0) 
I3 = f '(3)−f '(0) < 0 γιατί η κλίση της Cf στο (3, f (3) ) είναι αρνητική και στο (0, f (0) ) είναι 

θετική.  
Γ.  1→γ 

2→β 
3→α 
4→δ 

∆.  ∆ες σχολικό βιβλίο, σελίδα 224 στίχοι 1 έως 8.  
 
ΘΕΜΑ 2ο  
Έχουµε: 02)(g(x)lim

x
=+

+∞→
 (1)     και   02)-x-(f(x)lim

x
=

+∞→
  (2)  

α. i) Tο κλάσµα 1-(x)' f
(x)g'  ορίζεται σε διάστηµα ∆ της µορφής (α, +∞) , αφού f '(x)≠1.  Στο ∆ είναι      

 1-(x)' f 
 (x)g' 

 2)'-x-(f(x) 
2)'(g(x)
=

+  

Ακόµα:  f '(x)−g '(x)=1⇔g '(x)=f '(x)−1, οπότε: 1 1-(x)' f  
 (x)g'lim

x
=

+∞→
.  

Από το πρώτο θεώρηµα του De l' Hospital προκύπτει: 
L=  1-(x)' f 

(x)g'lim 2)'-x-(f(x)  
2)'(g(x)lim 2-x-f(x)  

2g(x)lim
xxx +∞→+∞→+∞→
=

+
=

+ =1. 
 
ii)  Είναι 02)(g(x)lim

x
=+

+∞→
⇔ -2g(x)lim
x

=
+∞→

, άρα η Cf  έχει στο +∞ οριζόντια ασύµπτωτη την ευθεία 
y =−2.  
Πάλι, 02)-x-(f(x)lim

x
=

+∞→
 ⇔ [ ] 02)(x-f(x)lim

x
=+

+∞→
, άρα η Cf  έχει στο +∞ πλάγια ασύµπτωτη 

την ευθεία  y = x+2 
 
β)  Έστω ότι η g έχει δύο διαφορετικές ρίζες  ρ1 , ρ2 στο IR   µε  ρ1 < ρ2.  ( απόδειξη µε άτοπο) 

Eφαρµόζεται το θεώρηµα του Rolle για την g στο [ρ1, ρ2] γιατί , ως παραγωγίσιµη στο IR 
• η g είναι συνεχής στο [ρ1,ρ2]  
• η g είναι παραγωγίσιµη στο (ρ1,ρ2) , και  ακόµα 
• g(ρ1) = g(ρ2)=0.  
Εποµένως, υπάρχει ξ∈(ρ1, ρ2) τέτοιo, ώστε   g '(ξ)=0.  Τότε:   f '(ξ)− g'(ξ)=1 ⇔ f '(ξ)=1. Άτοπο, 
γιατί f '(x) ≠ 1. Έτσι, η g έχει το πολύ µια ρίζα στο IR  . 

 
γ) Έχουµε  f '(x)−g '(x) =x ⇔ (f(x)−g(x))' = (x)', άρα, από τις συνέπειες του Θ. Μ. Τ. του διαφορικού 

λογισµού, υπάρχει αριθµός c∈ IR  τέτοιος, ώστε  f(x)−g(x)=x+c  (1)  ή  
f (x)−x−2 = g (x) + 2 + c−4.   ( 2 ) 

Επειδή υπάρχουν τα όρια 02)-x-(f(x)lim
x

=
+∞→

 και 4-c04]-c2)[(g(x)lim
x

+=++
+∞→

,  από την (2) 
είναι ίσα. Προκύπτει, εποµένως :  0 = c−4  ή c = 4.  Άρα,  είναι: f(x)−g(x)=x−4, x∈ IR.  . 
[    Στην  (1) καταλήγουµε και µε ολοκλήρωση των δύο µελών  της  f '(x)−g '(x) =x   ] 
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ΘΕΜΑ 3ο  
Α.  i)  Επειδή, προφανώς, η f(t)= te+α

2  είναι συνεχής στο IR , η g παραγωγίζεται στο IR µε  

g '(x) = 
te+α

2  > 0,  εποµένως, η g είναι γνησίως αύξουσα και σαν τέτοια είναι 1−1 και 
αντιστρέφεται.  

ii)   Η Cg είναι το σύνολο των σηµείων (x, g(x)) µε x∈ IR , άρα η Cg−1  είναι το σύνολο των σηµείων 
(g(x), x) και σ' αυτήν ανήκουν οι εικόνες Μ(g(x), x) του z = g(x)+xi, x∈ IR 

 
Β. α)  Έχουµε κατά σειρά 
            | z +i| ≤|z−1| ⇔ | g(x)−xi+i | ≤ | g(x)+xi−1| 

⇔ 22 x)-(1(x)g + ≤ 22 x1)-(g(x) +  
⇔…..−2x ≤−2g(x) ⇔ g(x) ≤x 
⇔ Re(z)  ≤ Im(z), x∈ IR  

 
β)  Θεωρούµε την συνάρτηση:  h(x) = g(x) − x, x∈IR . 

Από το Βα  είναι g(x) ≤ x ⇔ g(x) −x ≤ 0 ⇔ h(x) ≤0    για κάθε x∈IR . 
Ακόµα, 02)0(

0

0
=

+
= ∫ dxeag

t
⇔ h(0)=0,  έτσι η h έχει ακρότατο (ολικό µέγιστο) για x=0.  

Είναι     h'(x) = g'(x)−1 = te+α
2  − 1, x∈IR  

Επειδή το x=0 είναι εσωτερικό σηµείο του πεδίου ορισµού της h και η h παραγωγίζεται σ' αυτό, 
από το θεώρηµα του Fermat προκύπτει :  h'(0)=0 ή ισοδύναµα 0e+α

2
−1 = 0 ⇔ α=1.  

γ.  Έπειδή η g παραγωγίζεται στο IR  θα είναι συνεχής στο [1, 2] και παραγωγίσιµη στο (1, 2). Από το 
Θ.Μ.Τ του διαφορικού λογισµού, υπάρχει ξ∈(1, 2) µε  

) (ξ' g1-2
  g(1) -(2) g  
=      ή 

ξea
dt

ea
dt

ea tt +
=

+
−

+ ∫∫ 222 1

0

2

0
     ή 

 

ξea
dt

ea
dt

ea tt +
=

+
−

+ ∫∫ 111 1

0

2

0
      (1) 

 
Έπειδή  ξ∈(1, 2) είναι διαδοχικά: 

1 < ξ < 2              ή 
 
e < e ξ < e2             [   ex  γνησίως αύξουσα στο IR   ]  ή 

 
1+e < 1+eξ < 1+e2      ή 

 

e+1
1

<
e+1
1

<
e+1
1

ξ2       ή 

eeae +
<

+
<

+ 1
11

1
1

ξ2       [  α=1 ] 
 
και η (1) δίνει το ζητούµενο:  

2e+1
1 <

e
dt

ea
dt

ea tt +
<

+
−

+ ∫∫ 1
111 1

0

2

0
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ΘΕΜΑ 4ο  
 
α) i)          Είναι     f 2 (x) + g 2  (x) = 1     (1) ,   x∈ IR 

και        f΄(x) = g 2 (x) ≠ 0         (2) ,   x∈ IR  
οπότε:                       
 ( f 2(x) + g 2(x) )' =  0  
 ή           2f(x)f '(x) + 2g(x)g '(x) = 0 
 ή          2f(x)g 2(x) + 2g(x)g '(x) = 0 
και επειδή g(x) ≠ 0 είναι f (x)g(x) + g '(x) = 0 ⇔ g '(x) = −f(x) g(x), x∈ IR  
 

ii) Επειδή η g δεν µηδενίζεται και είναι συνεχής, ως παραγωγίσιµη, διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο 
IR . Είναι g(0) = 1 > 0,   άρα:    

                                                 g(x) > 0        (3),   x∈ IR . 
H f είναι γνησίως αύξουσα στο IR   , γιατί από την (2):  f '(x)=g2(x) > 0.  
Από την (1): f 2(0) + g2(0) = 1 ⇔ f 2(0) + 1 = 1 ⇔ f (0) = 0.   (4) 
΄Ετσι , 

• για    x < 0 ⇔ f (x) < f (0) ⇔ f (x) < 0 
• για    x > 0 ⇔ f (x) > f (0) ⇔ f (x) > 0 

H g '(x)=−g(x)f(x), λόγω της  (3),  έχει για κάθε x ≠ 0 αντίθετο πρόσηµο της f(x), που σηµαίνει ότι 
• για    x < 0 είναι f (x) < 0 ⇔ g '(x) > 0  και 
• για    x > 0 είναι f (x) > 0 ⇔ g '(x) < 0 

Άρα, η g, ως συνεχής στο x0=0, είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα (−∞, 0] και γνησίως 
φθίνουσα στο [0, +∞) και έχει ακρότατο (ολικό µέγιστο) το g(0) = 1, το οποίο αποδεικνύει το 
ζητούµενο.  

 
β   i) Λόγω  της (3) ισχύει η ισοδυναµία:   

g(x1) < g(x2) ⇔ g2 (x1) < g2 (x2)⇔ f '(x1) < f '(x2 ), για κάθε  x1, x2 ∈ IR    . 
που σηµαίνει, τελικά,  ότι η  f ΄  έχει ίδια µονοτονία µε την g. Eποµένως, η f είναι κυρτή στο 
 (−∞, 0], κοίλη στο [0, +∞) και έχει σηµείο καµπής το  (0, f (0)) = (0, 0). 

 
Άλλος τρόπος.  Επειδή η g είναι παραγωγίσιµη, είναι παραγωγίσιµη και η g2, άρα από την (2) και 
η f΄, που σηµαίνει ότι υπάρχει η  f ΄΄.  Τότε: 
f ''(x) = ( f '(x) )' = (g2(x))' = 2g(x) g '(x)  έτσι, από την (3),  η f ''(x) για κάθε x ≠ 0 έχει ίδιο 
πρόσηµο µε την g'(x):   

• για x < 0 είναι g '(x) > 0 ⇔ f ''(x) > 0 και 
• για x > 0 είναι g '(x) < 0 ⇔ f ''(x) < 0 

Eπειδή η f είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο x0=0 προκύπτει, ότι είναι κυρτή στο (−∞, 0], 
κοίλη στο [0, +∞) και έχει σηµείο καµπής το  (0, f (0)) = (0, 0).  

 
ii) Η ζητούµενη εξίσωση είναι  y – f (0) = f '(0) ( x – 0 )  ή   y = f '(0)⋅x  ή   y=x  αφού από την (2)  

έπεται f '(0)=1. 
 
γ.  Επειδή η f είναι κοίλη στο [0, +∞), τα σηµεία της Cf είναι κάτω από τα σηµεία της εφαπτοµένης της 

y=x για κάθε x∈(0, +∞), εποµένως:  x ≥ f (x) ⇔ x−f (x) ≥ 0  για κάθε x∈[0,+∞) 
 

Είναι Ε  = ∫∫∫ 



 +==

1

0

  i)(  1

0

1

0
dx g(x)

 (x)' g xf(x))dx-(xdx|f(x)-x| 
α

 

= |g(0)|ln-2
 0 -|g(1)|ln2

 1 |g(x)|ln2
  x 1

0

2
+=



 +      

]ln[g(1)2
 1 ln1 -|g(1)|ln2

 1 
+=+= .          [ γιατί   g( 1 ) > 1  από την (3)  ] 

 
 


