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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
 
 
ΘΕΜΑ A 

A1. Σελίδα 43 σχολικού Βιβλίου. 

 
Α2. α) Σ 

β) Λ 
γ) Λ 

δ) Σ 
ε) Σ 

 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. Προσθέτοντας κατά µέλη τις σχέσεις: 
( ) ( )

( ) ( )

0,5  1

2 3,1  2

 α +β =


α −β =

�� �

�� �  προκύπτει: 

( ) ( ) ( ) ( )3 3,1 0,5 3 3 0,1 5 3 3,6α = + ⇔ α = + + ⇔ α = ⇔

�� �� ��

 

( ) ( )
1 1 1

3,6 3, 6 1,2
3 3 3

 
α = ⋅ ⇔ α = ⋅ ⋅ ⇔ α = 

 

�� �� ��  

Η σχέση (1) για ( )1,2α =

��

γίνεται: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,2 0,5 0,5 1,2 0 1,5 2 1,3+β = ⇔β= − ⇔β= − − ⇔ β= −
� � � �
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Β2.   

�( ) �( )

�( ) ( )

( )

�( )

�( ) �( )
�( ) �( )

�( ) �( )

2 2 2 2

22 2 2

x x y y
, ,

x y x y

1 1 2 3 5
, ,

5 101 2 1 3

5 5
, ,

50 2 25

5 1
, ,

2 5 2

2
,  άρα ,

2

α β α β

α α β β

⋅ + ⋅α ⋅β
συν α β = ⇔ συν α β = ⇔

α ⋅ β + ⋅ +

⋅ − + ⋅
συν α β = ⇔ συν α β = ⇔

⋅+ ⋅ − +

συν α β = ⇔ συν α β = ⇔
⋅

συν α β = ⇔ συν α β = ⇔
⋅

συν α β = α β

�� � �� �

�� �� � �

�� �

�� � �� �

�� �

�� � �� �

�� � �� �

�� � �� �

�� � �� �

4

π
=

 

 

B3. Ισχύει: ( ) 1
β

α ⋅β = β⋅προβ α�
�� � � ��

 

όµως / / ,  λ R
β β

προβ α β⇔ προβ α = λ⋅β ∈� �

�� � �� �

. Εποµένως η (1) γίνεται:  

( )
22 1

5 10
2

α ⋅β = β λ ⋅β ⇔ α ⋅β = λ ⋅β ⇔ α ⋅β = λ ⋅ β ⇔ = λ ⋅ ⇔ λ =
�� � � � �� � � �� � �

 

Άρα: ( )
1 1 3

1,3 ,
2 2 2β β β

 
προβ α = λ⋅β⇔ προβ α = ⋅ − ⇔ προβ α = − 

 
� � �

�� � �� ��

 

 

ΘΕΜΑ Γ 
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Γ1. Βρίσκουµε τις συντεταγµένες των διανυσµάτων ΑΒ,ΒΓ
���� ����

. 

( )
B A B A

ΑΒ x x , y y (2 3,3 2) (5,1)= − − = + − =

����

 

( )
Γ Β Γ Β

ΒΓ x x , y y (4 2,1 3) (2, 2)= − − = − − = −

����

 

Εποµένως 
5 1

det(ΑΒ,ΒΓ) 10 2 12 0
2 2

= = − − = − ≠

−

���� ����

, άρα τα διανύσµατα ΑΒ,ΒΓ
���� ����

 

δεν είναι παράλληλα, οπότε τα Α,Β και Γ όχι συνευθειακά. 

 
Γ2. Η µεσοκάθετος (ε) του ευθύγραµµου τµήµατος ΒΓ διέρχεται από το µέσο του 

Μ και το τέµνει κάθετα.  
Βρίσκουµε τις συντεταγµένες του σηµείου Μ: 

B Γ

M M M

x x 2 4
x x x 3

2 2

+ +
= ⇔ = ⇔ = , B Γ

M M M

y y 3 1
y y y 2

2 2

+ +
= ⇔ = ⇔ =  

Άρα, Μ(3, 2) . Υπολογίζουµε τον συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας ΒΓ.  

Γ B

ΒΓ ΒΓ ΒΓ

Γ B

y y 1 3
λ λ λ 1

x x 4 2

− −
= ⇔ = ⇔ = −

− −

. 

Ισχύει ( )
ε ΒΓ ε

ε (ΒΓ) λ λ 1 λ 1⊥ ⇔ ⋅ = − ⇔ = . 

Άρα η εξίσωση της µεσοκαθέτου (ε) του ευθύγραµµου τµήµατος ΒΓ είναι:  

( ) ( )
M ε M

ε : y y λ x x y 2 x 3 y x 1− = ⋅ − ⇔ − = − ⇔ = − . 

 

Γ3. Έστω Α΄ το συµµετρικό του Α ως προς την ευθεία(ε). 
Θα βρούµε την εξίσωση ευθείας (ζ) η οποία διέρχεται από το Α και τέµνει 
κάθετα την (ε).  

Ισχύει: ( ) ΒΓ ζ ζ
ΒΓ (ζ) λ λ λ 1⇔ = ⇔ = −� , εποµένως η ευθεία (ζ) έχει εξίσωση 

( ) ( )Α ζ Α
ζ : y y λ x x y 2 1 (x 3) y x 1− = ⋅ − ⇔ − = − ⋅ + ⇔ = − −  

Έστω Κ το σηµείο τοµής των ευθειών (ε) και (ζ), του οποίου οι συντεταγµένες 

θα βρεθούν λύνοντας το σύστηµα των εξισώσεων των ευθειών αυτών. 

Πράγµατι: 
y x 1 y x 1 y x 1 y 1

y x 1 x 1 x 1 x 0 x 0

= − −  = − − = − − = −  
⇔ ⇔ ⇔   

= − − − = − = =  
 

Άρα Κ(0, 1)− . Λόγω συµµετρίας το Κ είναι το µέσο του ευθύγραµµου 

τµήµατος ΑΑ΄. 

A Α΄ Α΄

K Α΄

x x 3 x
x 0 x 3

2 2

+ − +
= ⇔ = ⇔ =  και 

A Α΄ Α΄

K Α΄

y y 2 y
y 1 y 4

2 2

+ +
= ⇔ − = ⇔ = −  

Άρα το συµµετρικό του Α ως προς την ευθεία (ε) είναι το Α΄(3,-4)  
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ΘΕΜΑ ∆ 

 
 

∆1. Αφού το τρίγωνο ΟΑΒ µε ˆ 90Ο =
�  είναι ισοσκελές έχουµε ( ) ( )OA OB= , 

εποµένως  ή  a aβ α β β α β⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅

� �� �� �� � �� �� ��

. 

Αν φ είναι γωνία των διανυσµάτων  και α β
�� ��

 η τελευταία ισότητα γράφεται: 

a β⋅
� ��

= α β συνϕ α β α β συνϕ⋅ ⋅ ⇔ ⋅ = ⋅ ⋅

�� �� �� �� �� ��

από την οποία προκύπτει ότι 

συνϕ =1, αφού τα  , α β
�� ��

 είναι µη µηδενικά διανύσµατα και εποµένως είναι 

0α ≠

��

 και 0β ≠
��

. Άρα ( )1 ή 1συνϕ συνϕ= − =  (1) οπότε φ =180
�

 ή φ=0
�

. 

Σε κάθε περίπτωση είναι / / .α β
�� ��

  

 

∆2. Έχουµε .α β α β συνϕ⋅ = ⋅ ⋅

�� �� �� ��

 Από τις σχέσεις (1) προκύπτει ότι  

α β⋅
�� ��

=−  α β⋅
�� ��

 ή α β⋅
�� ��

= α β⋅
�� ��

 αντιστοίχως. 

 

∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις: 
 

α) Αν α β⋅
�� ��

= α β⋅
�� ��

 είναι ( )0, .Β ⋅

�� ��

α β  Αναλόγως έχουµε: 

0

1.

0

α β
λ

α β
ΑΒ

⋅ −

= = −

− ⋅

�� ��

�� ��  
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ε
2
: ( ) 2

0 1  ή ε :  y= x+y x a aβ β− = − − ⋅ − ⋅

� �� � ��

. 

 

β) Αν α β⋅
�� ��

=−  α β⋅
�� ��

 είναι ( )0, .′Β − ⋅

�� ��

α β  Τότε ο συντελεστής διεύθυνσης 

της ευθείας που διέρχεται από τα σηµεία Α και Β΄ είναι 

0

1

0
′ΑΒ

− ⋅ −

= =

− ⋅

�� ��

�� ��

α β
λ

α β
 και αφού διέρχεται από το Α είναι  

ε
1
: ( )0 1y x α β− = − ⋅

�� ��

 ή ε
1
: y x a β= − ⋅

� ��

  

 

∆3. Βρίσκω τα σηµεία τοµής Λ και Κ αντίστοιχα των ευθειών 
1

(ε ) ,
2

(ε )  µε την 

ευθεία x 1= − . 

Για x 1= −  η 
1

(ε )  γίνεται y 1 α β= − − ⋅

� �

. Άρα: Λ( 1, 1 α β )− − − ⋅

� �

. 

Για x 1= −  η 
2

(ε )  γίνεται y 1 α β= + ⋅

� �

. Άρα: K( 1,1 α β )− + ⋅

� �

. 

Για χάρη ευκολίας θέτω α β κ 0⋅ = >

� �

. 

Άρα, Λ( 1, 1 κ)− − − ,K( 1,1 κ)− +  οπότε ΟΛ ( 1, 1 κ)= − − −

����

,ΟK ( 1,1 κ)= − +

����

. 

Ισχύει: 

κ 0
2 2

ΟΚ ΟΛ 3 ( 1,1 κ)( 1, 1 κ) 3 1 (1 κ)( 1 κ) 3

1 1 κ κ κ 3 κ 2κ 3 0 κ 3 ή κ 1 κ 1
>

⋅ = − ⇔ − + − − − = − ⇔ + + − − = − ⇔

− − − − = − ⇔ + − = ⇔ = − = ⇔ =

���� ����

 

Άρα α β 1⋅ =

� �

, εποµένως α β 1 ή α β 1⋅ = ⋅ = −

� � � �

. 

 
 

 
 


