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ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΧΙΚΗΣ ΕΚ∆ΟΣΗΣ

ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΕΠΑΝΕΚ∆ΟΣΗΣ
Η επανέκδοση του παρόντος βιβλίου πραγματοποιήθηκε 
από το Ινστιτούτο Τεχνολογίας Υπολογιστών & Εκδόσεων 
«Διόφαντος» μέσω ψηφιακής μακέτας, η οποία δημιουργή-
θηκε με χρηματοδότηση από το ΕΣΠΑ / ΕΠ «Εκπαίδευση 
& Διά Βίου Μάθηση» / Πράξη «ΣΤΗΡΙΖΩ».

Οι αλλαγές που ενσωματώθηκαν στην παρούσα επανέκδοση έγιναν με βάση τις διορθώσεις του Παιδαγωγικού Ινστιτούτου.

Ανδρεαδάκης τυλιανός  • αθηγητής ανεπιστημίου Αθηνών
ατσαργύρης ασίλειος  • αθηγητής θμιας Εκπαίδευσης

Μέτης τέφανος   • αθηγητής θμιας Εκπαίδευσης
Μπρουχούτας ων νος  • αθηγητής θμιας Εκπαίδευσης

απασταυρίδης ταύρος  • αθηγητής ανεπιστημίου Αθηνών
ολύ ος εώργιος  • αθηγητής θμιας Εκπαίδευσης

 

ωμα δης ωάννης   • αθηγητής θμιας Εκπαίδευσης

 Ν

Ανδρεαδάκης τυλιανός
ατσαργύρης ασίλειος

Μέτης τέφανος
Μπρουχούτας ων νος

ολύ ος εώργιος

     Ν

Αδαμόπουλος εωνίδας  • Επίτιμος ύμβουλος του . .

ακτυλογράφηση  αρδέρη ό α
χήματα   Μπούτσικας Μιχάλης
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Ε  Τ Μ , Α Ε Α  Α  Ε ΜΑΤ
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ΜΑ ΜΑΤ Α
 

ενικού υκείου
μάδας ροσανατολισμού ετικών πουδών 

και πουδών ικονομίας  ληροφορικής

νδρεαδ κ  τυλιανό
αθ α π θ

ατσαργύρ  ασίλειο
αθ θ α πα

τ  τ ανο
αθ θ α πα

πρου ούτα  ν νο
αθ θ α πα

απασταυρίδ  ταύρο
αθ α π θ

ολύ ο  ε ργιο
αθ θ α πα

Τ Τ Τ  ΤΕ Α  Τ  Α  Ε Ε  Α Τ

Η συγγραφή και η επιστηµονική επιµέλεια του βιβλίου πραγµατοποιήθηκε 
υπό την αιγίδα του Παιδαγωγικού Ινστιτούτου
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ΡΟΛΟΓΟΣ

Το βιβλίο που κρατάτε στα χέρια σας περιλαμβάνει την ύλη των Μαθηματικών, 
όπως προβλέπεται από το πρόγραμμα σπουδών της ετικής και Τεχνολογικής 

ατεύθυνσης της  τά ης του Ενιαίου υκείου.
Το βιβλίο αυτό προήλθε από αναμόρφωση του βιβλίου των Μαθηματικών της ης 
και της ης δέσμης της  τά ης του ενικού υκείου και αποτελείται από δύο 
μέρη.
 Το πρώτο μέρος, που φέρει τον τίτλο Α Ε Α, αποτελείται από δυο κεφάλαια.

 Το πρώτο κεφάλαιο αποτελεί μια εισαγωγή στη εωρία των ινάκων, 
η οποία μετα ύ άλλων είναι ένα εργαλείο για τη μελέτη των εωμετρικών 
Μετασχηματισμών και των ραμμικών υστημάτων, τα οποία μελετώνται στο 
ίδιο κεφάλαιο.

 Το δεύτερο κεφάλαιο εισάγει στους Μιγαδικούς Αριθμούς, οι οποίοι είναι 
προέκταση των ραγματικών Αριθμών. ι Μιγαδικοί Αριθμοί ανακαλύφθηκαν 
την περίοδο της Αναγέννησης στην προσπάθεια επίλυσης ε ισώσεων τρίτου 
βαθμού. μως, στους αιώνες που ακολούθησαν αποδείχτηκε η μεγάλη σημασία 
τους για πάρα πολλά προβλήματα της μαθηματικής επιστήμης και των εφαρμογών 
της.
Το κεφάλαιο αυτό έχει ληφθεί από το βιβλίο των Μαθηματικών ετικής 

ατεύθυνσης  τά ης Ενιαίου υκείου των συγγραφέων  Αδαμόπουλου ., 
ισκαδουράκη ., αβαλά ., ολύ ου . και βέρκου Α.
 ο δεύτερο μέρος, που φέρει τον τίτλο Α Α , αποτελείται από τρία κεφά-

λαια.

 Το πρώτο κεφάλαιο σηματοδοτεί ένα νέο εκίνημα. Είναι το πέρασμα από τις 
πεπερασμένες πρά εις στις άπειρες διαδικασίες . Τα σπέρματα της έννοιας του 
ορίου υπάρχουν ασφαλώς με πολύ σαφή και συγκεκριμένο τρόπο στα γραπτά του 
Αρχιμήδη.  ανάπτυ η, όμως, αυτής της έννοιας έγινε στα χρόνια της  Αναγέννησης 
και έκτοτε κατέχει κεντρική θέση στον κόσμο των μαθηματικών εννοιών.

ατ  αρχάς στο κεφάλαιο αυτό παρουσιά ονται βασικές  και ήδη γνωστές στους 
μαθητές  έννοιες των συναρτήσεων, καθώς και μερικές ακόμη βασικές έννοιες 
της Ανάλυσης. τη συνέχεια εισάγεται η έννοια του ορίου στο x 0 R, η έννοια 
του ορίου στο +∞  και στο −∞  και δίνονται οι πιο χαρακτηριστικές ιδιότητές του. 
Τέλος, δίνεται η έννοια της συνέχειας μιας συνάρτησης και παρουσιά ονται οι 
βασικότερες ιδιότητές της.

 το δεύτερο και τρίτο κεφάλαιο παρουσιά ονται οι έννοιες της παραγώγου και 
του ολοκληρώματος αντιστοίχως και γίνεται χρήση των εννοιών αυτών σε πολλές 
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εφαρμογές.  παράγωγος και το ολοκλήρωμα είναι κατά κάποιο τρόπο οι δύο 
διαφορετικές όψεις του ίδιου νομίσματος. ε μια έκφρασή τους είναι η κλίση της 
εφαπτομένης και το εμβαδόν, σε άλλη η ταχύτητα και το μήκος της τροχιάς ενός 
κινητού κτλ.

Αυτό το βιβλίο ως ανθρώπινο δημιούργημα δεν είναι τέλειο.  μόνος τρόπος 
για να έχουμε στα σχολεία μας ύστερα από μερικά χρόνια ένα καλύτερο μέσο 
διδασκαλίας είναι ο νηφάλιος και ελεύθερος διάλογος, τον οποίο η επιστημονική 
παράδοση έχει καθιερώσει για αιώνες τώρα. ι  αυτό το λόγο η συγγραφική 
ομάδα με ιδιαίτερη ικανοποίηση θα δέχεται σχόλια και παρατηρήσεις για το 
βιβλίο από οποιονδήποτε  συνάδελφο, μαθητή ή άλλο πολίτη  ενδιαφέρεται 
για τα ητήματα της παιδείας. Τα σχόλια και οι παρατηρήσεις μπορούν να 
αποστέλλονται στο αιδαγωγικό νστιτούτο, Μεσογείων ,  0 Αγία 

αρασκευή.
ι υγγραφείς
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ΕΡΙΕ ΟΜΕ

 ΜΕΡΟΣ ΛΓΕ Ρ
ΚΕ Λ ΙΟ    Γ  Σ                                              ελ.

α π α α
ρ θ π απ α α αρ θ π α α  

απ α α π  
ρ α α
α ρα α  0

Επ ρα α θ απα
π ρα α θ ρ

ΚΕ Λ ΙΟ  Μ  
α α ρ θ  

ρ C των Μιγαδικών 
ρ α ρ θ  

ρ ρ ρ α  0
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 ΜΕΡΟΣ ΛΥΣΗ
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ΚΕ Λ ΙΟ   Λ
α παρα  0

αρα αρ αρ ρ
α παρα  
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π α ρ α α ρ  
ρ α α α π ρ  
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α ρα ρα παρ α α ρ
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Υ Ο ΕΙ ΕΙΣ  ΤΗΣΕΙΣ ΣΚΗΣΕΩ  
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 Η Ε ΟΙ  ΤΟΥ Ι Κ

Γ
Τέσσερα εργοστάσια παραγωγής αυτοκινήτων , ,  και  δίνουν για το τελευταίο 
μοντέλο τους ως προς πέντε τεχνικά χαρακτηριστικά τις ε ής πληροφορίες
Εργοστάσιο   σχύς  , χρόνος για τη μεταβολή της ταχύτητας από 0 00  

0,  , τελική ταχύτητα 0 , κατανάλωση στην πόλη ανά 00  
,  , φορολογήσιμοι ίπποι 0.

Εργοστάσιο   σχύς 00 , χρόνος για τη μεταβολή της ταχύτητας από 0 00  
,  , τελική ταχύτητα  , κατανάλωση στην πόλη ανά 00  
 , φορολογήσιμοι ίπποι .

Εργοστάσιο   σχύς  , χρόνος για τη μεταβολή της ταχύτητας από 0 00  
,  , τελική ταχύτητα 0 , κατανάλωση στην πόλη ανά 00 , 

,  , φορολογήσιμοι ίπποι .
Εργοστάσιο   σχύς  , χρόνος για τη μεταβολή της ταχύτητας από 0 00  

,  , τελική ταχύτητα  , κατανάλωση στην πόλη ανά 00  
,  , φορολογήσιμοι ίπποι 0.

Τις πληροφορίες αυτές μπορούμε να τις παρουσιάσουμε πιο οργανωμένα ως ε ής

Ι ΚΕΣ 
ΓΡ ΜΜΙΚ  ΣΥΣΤΗΜ Τ
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12   Ι ΚΕΣ  ΓΡ ΜΜΙΚ  ΣΥΣΤΗΜ Τ

Τα αριθμητικά δεδομένα της ορθογώνιας αυτής διάτα ης, κλεισμένα μέσα σε αγκύλες,

97 10 7 180 9 5 10
100 12 9 191 11 11
45 17 9 140 7 1 6

174 7 6 225 12 5 20

, ,
,
, ,
, ,

















  

λέμε ότι σχηματί ουν έναν πίνακα με  γραμμ  και  στ λε  ή, συντομότερα, έναν 
πίνακα τύπου  ή ακόμα έναν  πίνακα.
Έστω το σύστημα

3 2 1
5 2 2

7 3 3

x y z ω
x z ω

y z ω

− + − =
 − + =
 − + =

Το σύστημα αυτό θα μπορούσε να παρασταθεί ως ε ής

Έτσι οι συντελεστές των αγνώστων σχηματί ουν τον  πίνακα

3710
1205
1231

και οι συντελεστές των αγνώστων μα ί με τους σταθερούς όρους τον  πίνακα

33710
21205
11231

ενικά έχουμε τον ακόλουθο ορισμό

Μια διάτα η   .  το πλήθος αριθμών σε μορφή ορθογωνίου σχήματος με  γραμμές 
και  στήλες, λέγεται πίνακα  τύπου ×  ή απλούστερα ×  πίνακα . 

–
–

–

–
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 Ι ΚΕΣ  ΓΡ ΜΜΙΚ  ΣΥΣΤΗΜ Τ  

Τους πίνακες τους συμβολί ουμε συνήθως με κεφαλαία γράμματα A B Γ, ,  κτλ. 
ι αριθμοί με τους οποίους σχηματί ουμε έναν πίνακα λέγονται στοι εία του πίνακα.

Το στοιχείο ενός  πίνακα  που ανήκει στην γραμμή και στήλη συμβολί εται με 
α .
Έτσι ο  πίνακας  γράφεται           

 στήλη

ή συντομογραφικά [ ]αij , 1≤ ≤i μ, 1≤ ≤j ν.
ια παράδειγμα, ο  πίνακας [ ]αij  με α i jij = −  έχει στοιχεία 11 1 1 0= − =α , 

α12 1 2 1= − = − , α21 2 1 1= − =  και a22 2 2 0= − = . Επομένως, ο πίνακας αυτός γράφεται 
0 1
1 0

−







.

 ισότητα μετα ύ των πινάκων ορί εται ως ε ής

υο πίνακες A B,A B,A B λέμε ότι είναι ίσοι, όταν έχουν τον ίδιο αριθμό γραμμών, τον ίδιο 
αριθμό στηλών (δηλαδή αν είναι του ίδιου τύπου  και τα αντίστοιχα στοιχεία τους 
είναι ίσα.

ια να δηλώσουμε ότι δύο πίνακες είναι ίσοι γράφουμε   

Από τον ορισμό αυτό προκύπτει ότι δύο πίνακες διαφορετικού τύπου δεν μπορεί να είναι 
ίσοι.
Αν ένας πίνακας έχει τον ίδιο αριθμό γραμμών και στηλών, δηλαδή είναι τύπου ν ν×  για 
κάποιο ν ∈ * , τότε ο πίνακας αυτός λέγεται τετραγ νικό  πίνακα .
Τα στοιχεία ααα α νν11 22 33, ,  , ...,  ενός τετραγωνικού πίνακα , λέμε ότι σχηματί ουν την 
κύρια διαγ νιο του .
Αν τα στοιχεία ενός τετραγωνικού πίνακα  που δεν βρίσκονται στην κύρια διαγώνιο 
είναι όλα 0, τότε ο  λέγεται διαγ νιο  πίνακα .

ια παράδειγμα, οι πίνακες

30
02

100
010
001

, ,

 6 0 0 0
0 2 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

είναι διαγώνιοι πίνακες.

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

1 2

γραμμή

j ν

j ν

i i ij iν

μ μ μj μν

α α α α

α α α α

α α α α i

α α α α
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� �

� � � � � �
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� � � � � �
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  Ι ΚΕΣ  ΓΡ ΜΜΙΚ  ΣΥΣΤΗΜ Τ

Ένας πίνακας που έχει μία μόνο γραμμή, όπως ο   0     λέγεται πίνακα  γραμμ , 

ενώ ένας πίνακας που έχει μία μόνο στήλη, όπως ο 
1
2
7

 λέγεται πίνακα  στ λ . Ένας 

πίνακας που έχει ένα μόνο στοιχείο, όπως   λέγεται πίνακα  στοι είο.
Τέλος, ένας τετραγωνικός πίνακας λέγεται τριγ νικό  ν , όταν όλα τα στοιχεία του 
που βρίσκονται κάτω από την κύρια διαγώνιο είναι μηδενικά και τριγ νικό  κ τ , όταν 
όλα τα στοιχεία του που βρίσκονται πάνω από την κύρια διαγώνιο είναι μηδενικά.

ια παράδειγμα, οι πίνακες

 

200
510
063

, 

είναι τριγωνικοί άνω, ενώ οι πίνακες

, 

είναι τριγωνικοί κάτω.

Ε ΡΜΟΓΕΣ
 
1.  ο διπλανό σ μα παριστ νει το οδικό 
δίκτυο που συνδ ει τι  πόλει    Γ   και Ε  
Να παραστα εί το δίκτυο αυτό με ναν πίνα-
κα του οποίου κ ε στοι είο να ανερ νει το 
πλ ο  τ ν δυνατ ν τρόπ ν μετ βασ  από 
πόλ  σε πόλ  ό ι οπ σδ ποτε δια ορετικ  
πόλ  α ού προ γουμ ν  περ σουμε από 
μία μόνο πόλ  π   κτλ

ΛΥΣΗ
Από την πόλη  στην  υπάρχουν  τρόποι  , , Ε , από την  στην  δεν 
υπάρχει τρόπος, αφού πρέπει να περάσουμε από μία μόνο πόλη, από την  στην  
υπάρχουν  τρόποι , , από την  στη  υπάρχει ένας τρόπος Ε , από την  
στην Ε υπάρχει  τρόπος Ε κτλ.
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 Ι ΚΕΣ  ΓΡ ΜΜΙΚ  ΣΥΣΤΗΜ Τ  

Έτσι το οδικό δίκτυο μπορεί να παρασταθεί με τον πίνακα διπλής εισόδου.

 

        ή απλά με τον

         πίνακα

2. Να ε εταστεί αν υπ ρ ουν τιμ  τ ν x  y  για τι  οποίε  ισ ύουν

 
x x + 5
x x x +
(3 ) 1

3 1 16
2 1
0 3 52−









 =









  

3 5 2 6
6 7

11 4
2 7

x y + x +
x y

− −
−









 =











ΛΥΣΗ
   ισότητα 

 
2

2 1(3 5) 1
3 1 16 0 3 5

x x
x x x

 + 
=   − +   

ισχύει, αν και μόνο αν συναληθεύουν οι 

 
 
ισότητες

 

5316

013
11
2)53(

2xx
x

xx

 τρίτη ισότητα αληθεύει για
 1

3
x .  τιμή αυτή του x  επαληθεύει και τις άλλες δύο 

ισότητες. Επομένως, οι παραπάνω ισότητες συναληθεύουν για
 1

3
x .

  ισότητα 3 5 2 6 11 4
6 7 2 7

x y x
x y

− + − +   
=   −   

ισχύει, αν και μόνο αν συναληθεύουν οι 

 
 
 
ισότητες 

 3 5 11
2 6 4

6 2
7 7

x
y x

x y

 δεύτερη και τρίτη ισότητα γράφονται
 

62
22

yx
yx

 και προφανώς δεν συναληθεύουν 

για καμία τιμή των x  και y . Επομένως, δεν υπάρχουν τιμές των x , y  για τις οποίες οι 
πίνακες αυτοί να είναι ίσοι.

  

 























21111
13021
10202
12020
11203
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  Ι ΚΕΣ  ΓΡ ΜΜΙΚ  ΣΥΣΤΗΜ Τ

 
1.     διπλανός πίνακας δείχνει για τρεις 

ομάδες ποδοσφαίρου τους αγώνες , 
τις νίκες , τις ήττες , τις ισοπαλίες 
, τα τέρματα Ε που πέτυχε η ομάδα, 

τα τέρματα  που δέχτηκε η ομάδα 
και τους βαθμούς  που έχει. 
Αν [ ]i jA α  είναι ο πίνακας αυτός, τότε να βρείτε
  οιος είναι ο τύπος του πίνακα.

 οιες πληροφορίες μας δίνουν τα στοιχεία α , α , α  και α .

2.   ίνεται συντομογραφικά ο 44  πίνακας  [ ]i jA α  όπου  || jiαi j .  
α παραστήσετε τον πίνακα αυτόν, αφού βρείτε τα στοιχεία του.

3.  α βρείτε τα x , y  για τα οποία ισχύει      
 

      

   ια ποια τιμή του θετικού αριθμού x  ο πίνακας      

είναι διαγώνιος.

   α βρεθούν οι τιμές των  [ 0 , 2 )x π  για τις οποίες ισχύει

 
01
11

συν2εφ
2ημημ2 2

xx
xx .

 ΡΟΣ ΕΣΗ Ι ΚΩ  
       ΟΛΛ Λ ΣΙ ΣΜΟΣ ΡΙ ΜΟΥ ΜΕ Ι Κ

 
Μία εταιρεία πουλάει τηλεοράσεις, ψυγεία, κου ίνες και πλυντήρια σε Αθήνα, 

εσσαλονίκη και άτρα. ι πωλήσεις τους μήνες επτέμβριο και κτώβριο παρουσίασαν 
την ε ής κίνηση

1114543
117
111

4110327112
112

112 1156113336
BEIHNA

Α
Ε Α

ΜΑ Ε

ΣΚΗΣΕΙΣ

 
2l nl n

1l n1
2

2

xx
x

 
132

1
23

0112 yxx
yxyx

x 2

2 2

1 0
.

2
x y y

yx x y

 +  
=   

− +    
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Επομένως, τους δυο αυτούς μήνες οι συνολικές πωλήσεις της εταιρείας ήταν οι ε ής

Αν τώρα θεωρήσουμε τους πίνακες των παραπάνω πωλήσεων έχουμε

ια το επτέμβριο  

18 16 13
12 10 9
9 11 8

14 12 10

A

ια τον κτώβριο

 

81617
101013
121315
15182 0

B

και για τις συνολικές πωλήσεις

 18 2 0 16 18 13 15 3 8 3 4 2 8
12 15 10 13 9 12 2 7 2 3 2 1

9 13 11 10 8 10 2 2 2 1 18
14 17 12 16 10 8 3 1 2 8 18

.

 πίνακας  λέγεται ροισμα των πινάκων  και  και συμβολί εται με  + , δηλαδή 
 =    
ενικά έχουμε τον ακόλουθο ορισμό

ροισμα δυο  πινάκων [ ]i ji jiA α  και ][ i ji jiβB  λέγεται ο  πίνακας του 
οποίου κάθε στοιχείο είναι το άθροισμα των αντίστοιχων στοιχείων των  και .  
πίνακας αυτός συμβολί εται με  + . ηλαδή,

][ i ji jii ji ji βαBA
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εν ορί ουμε άθροισμα πινάκων διαφορετικού τύπου.

ια παράδειγμα, οι πίνακες 
2 3 9
8 4 5
5 7 2

A
 
 =  
 − −  

και 
7 1 3
0 9 6
6 4 2

B
− 

 =  
 − 

που είναι του ίδιου 

τύπου , με βάση τον παραπάνω ορισμό, μπορούν να προστεθούν και το άθροισμά 
τους είναι

 

















−
=

















−

−
+

















−−
=+

01111
11138
1229

246
690
317

275
548
932

BA ,

ενώ οι πίνακες 
1 0 3

Γ
2 1 5

− 
=  

 
 και , που δεν είναι του ίδιου τύπου δεν  

μπορούν να προστεθούν.
 πρά η με την οποία βρίσκουμε το άθροισμα δύο πινάκων λέγεται π ρ θ

π .

Ι     
 πρόσθεση των πινάκων έχει ιδιότητες ανάλογες με την πρόσθεση των πραγματικών 

αριθμών. υγκεκριμένα  

 Αν , ,  είναι  πίνακες, τότε

 Αν v είναι ο  πίνακας που όλα τα στοιχεία του είναι μηδέν, τότε για κάθε  
πίνακα  ισχύει

 πίνακας v  λέγεται μ δενικό  πίνακα .

ια παράδειγμα, οι πίνακες
  

, 







000
000  

 
είναι μηδενικοί.

 Αν με συμβολίσουμε τον πίνακα του οποίου όλα τα στοιχεία είναι αντίθετα των 
αντίστοιχων στοιχείων ενός πίνακα , τότε ισχύει

 πίνακας  λέγεται αντί ετο  του πίνακα .

 +   =      αντιμεταθετική  
 +  (  +  )  =  (  +  )  +       προσεταιριστική

 +  v  =  v  +   =  

   (   ( )  +    =  v  
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ια παράδειγμα, ο αντίθετος του πίνακα 
 









−

−
207
163

 είναι ο πίνακας 3 6 1
7 0 2

− − 
 − 

.

 προσεταιριστική ιδιότητα μας επιτρέπει να γράφουμε      για καθένα από τα 
ίσα αθροίσματα   (   , (     . μοίως, αν  , , ,  είναι πίνακες του ίδιου 
τύπου, τότε έχουμε

 

και επομένως, μπορούμε να γράφουμε      για καθένα από τα αθροίσματα 
αυτά. ενικά, επειδή ισχύει η αντιμεταθετική και η προσεταιριστική ιδιότητα, μπορεί να 
αποδειχθεί ότι το άθροισμα τριών ή περισσοτέρων πινάκων ,  , ..., A  είναι το ίδιο 
κατά οποιονδήποτε τρόπο και αν εκτελεστεί η πρόσθεση και συμβολί εται με     
...  A .

 
πως και στην περίπτωση των πραγματικών αριθμών, έτσι και στους πίνακες η αφαίρεση 

ορί εται με τη βοήθεια της πρόσθεσης. υγκεκριμένα, αν ,  είναι δύο πίνακες, 
τότε η διαφορά   ορί εται ως ε ής

ια παράδειγμα, αν 
3 2
4 0
6 3

A
− 

 =  
 − 

 και 
 
















−=

10
23
14

B , τότε

3 2 4 1 3 2 4 1 1 3
4 0 3 2 4 0 3 2 7 2
6 3 0 1 6 3 0 1 6 2

A B
− − − − − −         

         − = − − = + − = −         
         − − − −         

.

ηλαδή, ο πίνακας    προκύπτει με αφαίρεση των στοιχείων του  από τα αντίστοιχα 
στοιχεία του .
Από τους παραπάνω ορισμούς της πρόσθεσης και της αφαίρεσης προκύπτει ότι

ράγματι

 Αν   = , τότε   = , οπότε   , ενώ

 Αν   , τότε   =  , οπότε   = .

   
 παρακάτω πίνακας  περιγράφει τις τιμές πώλησης σε ευρώ τριών ηλεκτρικών ειδών 

μιας βιομηχανίας σε δυο υποκαταστήματα.

)]([)]([)()(])[( ΔΓBAΔΓBAΔΓBAΔΓBA +++=+++=+++=+++  
 [( ) ] [( ) ]= + + + = + + +A B Γ Δ B A Γ Δ  κτλ. 

     (  

+ = ⇔ =X B+ =X B+ = A X⇔ =A X⇔ = A B−A B−
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       Τηλεορ.     ίντεο  τερεοφ.
ο

ο

5 0 0 3 0 0 6 0 0 1 υποκατάστημα
4 5 0 2 8 0 5 5 0 2 υποκατάστημα

A

Αν κατά την περίοδο των εκπτώσεων, ο βιομήχανος προτίθεται να κάνει έκπτωση 0  
στα προ όντα του, τότε πρέπει να διαμορφώσει τις νέες τιμές στο 0  των προηγουμένων. 

ι νέες τιμές πώλησης θα προκύψουν αν πολλαπλασιάσουμε τις παλιές τιμές με 0, , 
όπως φαίνεται στον παρακάτω πίνακα

0 , 8 5 0 0 0 , 8 3 0 0 0 , 8 6 0 0
0 , 8 4 5 0 0 , 8 2 8 0 0 , 8 5 5 0

B
4 0 0 2 4 0 4 8 0
3 6 0 2 2 4 4 4 0

 πίνακας  λέγεται γινόμενο του αρι μού  με τον πίνακα  και συμβολί εται με  . 
 δηλαδή είναι = 0, . ενικά, έχουμε τον ακόλουθο ορισμό

 

ινόμενο ενό  πραγματικού αρι μού  με ναν πίνακα = i j ] , λέγεται ο πί-
νακας που προκύπτει αν πολλαπλασιάσουμε κάθε στοιχείο του  με .  πίνακας 
αυτός συμβολί εται με  .  ή . ηλαδή,

.  = α

 πρά η με την οποία βρίσκουμε το γινόμενο αριθμού με πίνακα λέγεται π απ α
α αρ θ π α α .

ια παράδειγμα, το γινόμενο του αριθμού    με τον πίνακα 
 









−−
−

=
412
152

A είναι 
ο πίνακας

6 15 3
6 3 12

− − 
=  − 

.

     

     
Αν ,  είναι  πίνακες και ,  πραγματικοί αριθμοί, τότε ισχύουν οι παρακάτω 
ιδιότητες, που είναι άμεση συνέπεια του ορισμού

Επιπλέον, ισχύει η ισοδυναμία

1. ( )+ = +κ λ A κΑ λΑ  
2. ΒΑ λλBAλ +=+ )(  
3. ( ) ( )=κ λΑ κλ A  
4. AA =1  

 

 0 ή= ⇔ = =v v
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Ε ΡΜΟΓΗ 

Να βρε εί ο πίνακα   για τον οποίο ισ ύει

 

















−
−=−
















−

−

14
02
13

53
10
75
21

2 X .

ια τ τοια ισότ τα είναι μια   

ΛΥΣΗ

Έχουμε

ΣΚΗΣΕΙΣ
 

 

1.  ε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις, να βρείτε το άθροισμα   και 
την διαφορά  , εφόσον φυσικά ορί ονται

  

 

1 2 3 1
2 5 7 3 5 2 0

0 1 4 1
X

−   
   − − = −   
   −    















−

−
−

















−
−=−⇔

10
75
21

2
14
02
13

53X  

15 5 2 4 17 1
3 10 0 10 14 3 20 14

20 5 0 2 20 7
X X

−     
     ⇔ − = − + − ⇔ − = −     
     − − −     

 























−

−

−−

=⇔
















−
−−=−−⇔

3
7

3
20

3
14

3
20

3
1

3
17

720
1420

117

3
1)3(

3
1 XX .  

 i) 
5 2
1 3

A
− 

=  
 

, 







−

=
52
36

B  

ii) 
6 7 8 9
5 6 7 8

A  
=  

 
,    

5 6 7 8
6 7 8 9

B  
=  
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       ,        

 
5 1 2
0 3 1
6 2 1

A
− 

 =  
 − 

, 
 
















−=

52
13
04

B

 
α β γ

A x y ω
κ λ μ

 
 =  
  

, 
1

1
1

− − − 
 = − − − 
 − − − 

α β γ
B x y ω

κ λ μ
.

   Αν είναι , 2
3 5
1 2

 
=  

 
A , 3

6 5
1 3

− 
=  − 

A  και 4
0 2
1 3

 
=  − 

A ,  

να βρείτε το άθροισμα       . 

   α βρείτε τα x , y ,  για τα οποία ισχύει η ισότητα

5 2 3 1 8 5
3 2 4 3 1 6
2 9 3 1 7 10

−     
     − − + − =     
     −     

ω
x

y
.

 α κάνετε τις πρά εις

          
3 5 1 2 4 614
1 0 4 0 2 42

− −   
−

−    
 
  

2
3
λ λ λ

λ
λ λ λ

− 
 − 

.

 Αν 
3 1
2 1
1 0

− 
 =  
  

A και , να βρείτε τους πίνακες

         (                  
13
2

− .

6.  α λύσετε τις ε ισώσεις

  
5 1 14 4

3
7 2 2 5

− −   
+ =   −   

X

 
1 2 3 1

6 7 5
3 4 2 2

−   
− =   − − −   

X .

7.  α αποδεί ετε ότι το άθροισμα
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αα
αα

α
αα
αα

α
ημσυν

συνημ
ημ

συνημ
ημσυν

συν

είναι ένας διαγώνιος πίνακας.

   Αν  και 
βα

Y
3
2

, να βρείτε τις τιμές των α β  ώστε να 

ισχύει

 
   α βρείτε τα  για τα οποία ισχύει

   α βρείτε τους πίνακες X , Y  για τους οποίους ισχύει

και

   Αν 
1 0 2
3 5 1

− 
=  − 

A και , να λύσετε την ε ίσωση

.

   Μια βιομηχανία που κατασκευά ει τηλεοράσεις, βίντεο και φωτογραφικές 
μηχανές έχει δύο εργοστάσια παραγωγής  και . Το κόστος παραγωγής ανά 
συσκευή δίνεται σε δεκάδες ευρώ στους παρακάτω πίνακες

         

α βρείτε τον πίνακα 1 2
1 ( )
2

+Π Π  και να ε ηγήσετε τι εκφρά ει.

   Μια βιομηχανία έχει τέσσερα εργοστάσια παραγωγής , ,  και , καθένα 
από τα οποία παράγει δύο προ όντα Ε  και Ε . Το ημερήσιο επίπεδο παραγωγής 
σε μονάδες προ όντων δίνεται στον επόμενο πίνακα

132 1
814

52 YX .  

 
1

3 0 2 8 4 0 λικά

2 5 3 2 3 6 Εργασία

 
2

3 8 3 0 4 2 λικά
=

2 3 2 8 3 8 Εργασία

 ωτ .  Μηχ .  ιντ .  Τηλεορ .    ωτ .  Μηχ .  ιντ .  Τηλεορ

i )  i i )  
00
10

1
12

1
3

2

2

yy
yxxx

.  

 

2 2

31 2 1 1
0 1 1 0

x y y

x y

30
03

3 YX   
4 0

5 2
0 4

X Y .
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.

    α βρείτε το ημερήσιο επίπεδο παραγωγής, αν αυτή αυ ηθεί κατά 0 .

   α βρείτε το σύνολο της παραγωγής ανά προ όν σε  μήνες, αν υποτεθεί ότι τα 
εργοστάσια δούλεψαν  μήνες με το προηγούμενο επίπεδο και  μήνες με το νέο 
επίπεδο παραγωγής (  μήνας =  0 μέρες .

3 ΟΛΛ Λ ΣΙ ΣΜΟΣ Ι ΚΩ

Ο     
Ας υποθέσουμε ότι για την κατασκευή δύο ειδών γλυκισμάτων  και  χρεια όμαστε τα 
υλικά σε  που φαίνονται στον παρακάτω  πίνακα

1,2 0
Aλεύ

,6 0,
ρι Ζάχαρη

3
1,4 0,8 0

Βο

,4

ύτυρο

A  
=  

 

                   

Έστω επίσης ότι το κόστος σε ευρώ των υλικών αυτών ανά κιλό, για τα έτη 00  και 
00 , είναι όπως δείχνει ο παρακάτω πίνακας

                                                     00  00

1 1,2
0,8 1

3 4
B

 
 =  
  

ια να βρούμε το κόστος σε ευρώ των υλικών του γλυκίσματος  πολλαπλασιά ουμε 
τις ποσότητες των υλικών με τις αντίστοιχες τιμές και προσθέτουμε τα γινόμενα αυτά. 

ηλαδή το κόστος του  το 00  ήταν

,  .   0,  . 0,   0,  .   ,
 παραπάνω διαδικασία περιγράφεται με τη βοήθεια των πινάκων ως ε ής

αλεύρι 
άχαρη 

βούτυρο

  γλύκισμα

   γλύκισμα.
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[ , , , ] , [ , , , , ] [ , ]1 2 0 6 0 3
1

0 8
3

1 2 1 0 6 0 8 0 3 3 2 58⋅
















= ⋅ + ⋅ + ⋅ =

  πίνακας ,  λέγεται γινόμενο της πρώτης γραμμής του  επί την πρώτη στήλη 
του . Αναλόγως, το κόστος του  το 00  ήταν

1 2 1 2 0 6 1 0 3 4 3 24, , , , ,⋅ + ⋅ + ⋅ =

ηλαδή παριστάνεται με το γινόμενο της πρώτης γραμμής του  επί την δεύτερη στήλη 
του 

[ , , , ]
,

[ , ]1 2 0 6 0 3
1 2

3 24⋅









=

μοίως, το κόστος του  το 00  ήταν

1 4 1 0 8 0 8 0 4 3 3 24, , , , ,⋅ + ⋅ + ⋅ =  ή

1
[1,4 0,8 0,4] 0,8 [3,24]

3

 
 ⋅ = 
  ενώ το 00  ήταν

1 4 1 2 0 8 1 0 4 4 4 08, , , , ,⋅ + ⋅ + ⋅ =  ή

.

 πίνακας Γ =










2 58 3 24
3 24 4 08

, ,
, ,

δείχνει το κόστος των γλυκισμάτων κατά τα έτη 00  και 

00 .  πίνακας  που προκύπτει με τον πιο πάνω τρόπο λέγεται γινόμενο του πίνακα  
με τον πίνακα  και συμβολί εται με .  ή , δηλαδή

.
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Αν  =  α  είναι ένας μ ν×  πίνακας και B βkj= [ ]β[ ]βkj[ ]kj  είναι ένας ×  πίνακας, τότε 
ορί ουμε ως γινόμενο του πίνακα  με τον πίνακα  και το συμβολί ουμε με 
A BA BA B ή με  τον ×  πίνακα, του οποίου κάθε στοιχείο  είναι το άθροισμα των 
γινομένων των στοιχείων της γραμμής του  με τα αντίστοιχα ν στοιχεία της 

στήλης του . ηλαδή,

νjνjνjjiνννjijiijijijj βαβαβαγ +++= �21 2i1 2i1 2j1 2j1 2α1 2α1 2+1 2+1i1i1

χηματικά
στήλη

ια παράδειγμα, το γινόμενο 
2 1 3
3 0 1

4 2
1 5
1 0

−







 −

















 βρίσκεται ως ε ής

11

21

2 4 1( 1) ( 3) 1 4,
3 4 0( 1) 1 1 13

γ
γ

= ⋅ + − + − ⋅ =
= ⋅ + − + ⋅ =

  και   12

22

2 2 1 5 ( 3) 0 9
3 2 0 5 1 0 6

γ
γ

= ⋅ + ⋅ + − ⋅ =
= ⋅ + ⋅ + ⋅ =

.

Επομένως,
2 1 3
3 0 1

4 2
1 5
1 0

4 9
13 6

−







 −

















=








 .

Τονί εται ότι το γινόμενο  ορί εται όταν ο αριθμός των στηλών του πίνακα  είναι 
ίσος με τον αριθμό των γραμμών του πίνακα .

χηματικά
( , )A A BΒ →
× × ×µ ν ν ρ µ ρ

ια παράδειγμα, αν A =
−











2 1 3
4 1 2

, B =
−

















1 3
2 0
1 2

 και Γ =
− −















3 1 1 1
2 5 4 0
0 2 1 2

, 

τότε, σύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό, ορί ονται τα γινόμενα , ,  και είναι

 

ρj

i ρi jii

ρj

ρj

ρj

ρj

ρj

iii

ββββ

ββββ
ββββ

ααα

ααα

ααα
ααα

i





















21

21

222 22 1

111211

21

222 22 1

111211

21

21

22 22 1

11211

γραμμή
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84
07

21
02
31

214
312

A B

 

136
624
9214

214
312

21
02
31

B A

 

86314
85134

2120
0452
1113

214
312

A

και

,

,

ενώ δεν ορί ονται τα γινόμενα ,  και .

Ι     
 Αν ,  είναι πραγματικοί αριθμοί και ,  είναι πίνακες, τότε ισχύουν οι παρακάτω 

ιδιότητες με την προ πόθεση ότι ορί ονται οι πρά εις που σημειώνονται. 

(  =  ( πρ α ρ
(         και       (      π ρ

( (  =  (

 Αν με  συμβολίσουμε τον  διαγώνιο πίνακα 

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1

 
 
 
 
 
 
  

�
�
�

� � � �
�

 του οποίου κάθε 

στοιχείο της κυρίας διαγωνίου είναι ίσο με , τότε για κάθε τετραγωνικό  πίνακα  
ισχύει

    

 πίνακας αυτός λέγεται μοναδιαίο  πίνακα .

ια παράδειγμα, οι πίνακες 
 









=

1
,

0
01

2I
 
















=

100
010
001

3I  είναι μοναδιαίοι.

Τον πίνακα  θα τον συμβολί ουμε απλούστερα με , όταν είναι προφανής ο τύπος του.
Αν τώρα  είναι ένας  πίνακας, τότε ισχύουν

Ι  =    και   Ι   = .
ια παράδειγμα
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 προσεταιριστική ιδιότητα μας επιτρέπει να γράφουμε  για καθένα από τα ίσα 
γινόμενα ( , ( . μοίως, αν , , ,  είναι πίνακες τέτοιοι, ώστε να ορί ονται τα 
γινόμενα , ,  τότε έχουμε

 BAABAA BA B ) ]([])[ () ]([)) ((])[ (

και μπορούμε να γράφουμε  για καθένα από τα γινόμενα αυτά.
ενικά, επειδή ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα, μπορεί να αποδειχτεί ότι όταν 

πολλαπλασιά ουμε έναν αριθμό πινάκων , , ...,  το γινόμενο θα είναι το ίδιο κατά 
οποιονδήποτε τρόπο και αν εκτελεστεί ο πολλαπλασιασμός, χωρίς όμως να αλλά ει η 
σειρά των παραγόντων και συμβολί εται με  ... .
Αν ο  είναι ένας τετραγωνικός πίνακας, τότε ορί ονται τα γινόμενα , , , κτλ. 
και τα συμβολί ουμε με μορφή δυνάμεων ως ε ής  , , , ..., αντιστοίχως. ρί ουμε 
επίσης   .
Αν , q  είναι θετικοί ακέραιοι, και  πραγματικός αριθμός, αποδεικνύεται ότι

.A q = A ,        (A  A    και   (   A .

νωρί ουμε ότι για τον πολλαπλασιασμό των πραγματικών αριθμών ισχύει, επιπλέον, 
και η αντιμεταθετική ιδιότητα. ηλαδή, ισχύει α β  β α για οποιουσδήποτε α, β

R.  ιδιότητα, όμως, αυτή δεν ισχύει για τον πολλαπλασιασμό των πινάκων, αφού 

υπάρχουν πίνακες ,  με   . ια παράδειγμα, αν A =
−









1 2
5 3

 και B =
−











1 2
0 1

, 
τότε AB BA≠ , αφού

AB =
−







 −









 =

− −









1 2
5 3

1 2
0 1

1 4
5 7

, ενώ BA =
−











−







 =

− −










1 2
0 1

1 2
5 3

9 8
5 3

.

Επειδή, λοιπόν, δεν ισχύει η αντιμεταθετική ιδιότητα οι ισότητες

δεν ισ ύουν π ντοτε. την περίπτωση, όμως, που   οι παραπάνω ισότητες 
ισχύουν.

 

654
321

100
010
001

654
321

 
654
321

654
321

10
01

και

.

 222 2)( BA BABA  32233 33)( BA BBAABA

 )) ((22 BABABA  )) (( 2233 BA BABABA κτλ.

,,

,
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Ε ΡΜΟΓΗ 

ίνονται οι πίνακε  A =










0 1
1 0

 και B =
− −











1 2
1 1

. Να αποδει τεί ότι

  i )  A 2 = I   B 2 = Ι και A  +  = 

 i i )   +   = Ι

i i i )  (  +  ) 2  A  +   .

ΛΥΣΗ

   Είναι 
 

IA
10
01

01
10

01
102

 
IB

10
01

11
21

11
212

Άρα 2  +  2  =  v .

  Είναι 

Άρα +  =  .

 Είναι

 IB AA BIBB AA BABABABA 222 )) (()(

 IB AA B

 
42
22

21
11

22222 A BA BBA

 A BBABA 2)( 222 ≠Άρα, .

.

 ( λόγω  της  i i ) )  

 ( λόγω  της  i i ) )  

 
 νωρί ουμε ότι για κάθε πραγματικό αριθμό α με α ≠ 0  υπάρχει ο αντίστροφός του, 

που συμβολί εται με 1
α  ή α 1, για τον οποίο ισχύει αα α    α− −= =1 1 1.

 
21
11

11
21

01
10

A B

 
11
12

01
10

11
21

B A
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Είναι λογικό τώρα να ρωτήσουμε  Αν δοθεί ένας πίνακας  μπορούμε να βρούμε έναν 
πίνακα  τέτοιον ώστε να ισχύει   ; ”

ύμφωνα με τον πολλαπλασιασμό που ορίσαμε μια τέτοια ερώτηση έχει νόημα μόνο αν 
ο  είναι ένας τετραγωνικός πίνακας. δηγούμαστε έτσι στον ε ής ορισμό

Έστω  ένας τετραγωνικός πίνακας τύπου . Αν υπάρχει τετραγωνικός πίνακας 
 τύπου , τέτοιος ώστε να ισχύει   , τότε ο  λέγεται αντιστρ ιμο  

πίνακα  και ο  αντίστρο ο  του .

Αν ένας πίνακας  έχει αντίστροφο, τότε αποδεικνύεται ότι αυτός είναι μοναδικός και 
συμβολί εται με . Έτσι έχουμε

   

ια παράδειγμα, αν
 

31
21

A   και  
11
23

B ,

τότε έχουμε

 
IA B

10
01

11
23

31
21

  και  
 

IB A
10
01

31
21

11
23

.

Άρα, ο  είναι ο αντίστροφος του .

 ύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό, ο πίνακας  είναι αντίστροφος του , όταν    
και   . Αποδεικνύεται, όμως, ότι

Αν για δυο  πίνακες ,  ισχύει μια από τις ισότητες

    και    ,

τότε θα ισχύει και η άλλη.

Με βάση αυτό το θεώρημα, για να αποδεί ουμε ότι ένας  πίνακας  είναι αντίστροφος 
ενός  πίνακα , αρκεί να αποδεί ουμε μία μόνο από τις ισότητες    και   .

 Τέλος, αν ένας πίνακας  είναι αντιστρέψιμος, τότε ισχύουν οι ισοδυναμίες

ράγματι, για την (  έχουμε
 Αν  , τότε  , οπότε  .

i ) BAXBA XA XA 1

i i ) 1B AB ABXBX AX AX
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 Αν   , τότε   , οπότε   .
μοίως αποδεικνύεται και η .

νωρί ουμε ότι για τον πολλαπλασιασμό των πραγματικών αριθμών ισχύει επιπλέον και 
η ιδιότητα  αν α . β =  0, τότε α =  0 ή β  0 .  ιδιότητα, όμως, αυτή δεν ισ ύει για τον  
 
πολλαπλασιασμό των πινάκων, αφού π.χ. για τους πίνακες A =











1 0
1 0  

και B =
−











0 0
1 1

  
 
ισχύει AB =









 −









 =











1 0
1 0

0 0
1 1

0 0
0 0

χωρίς, ωστόσο, να είναι    ή   . ηλαδή  

πορεί να γινόμενο πιν κ ν να ισούται με το μ δενικό πίνακα  ρί  καν να  να 
είναι μ δενικό . 

την περίπτωση όμως που ισχύει  v και ο ένας από τους πίνακες είναι αντιστρέψιμος, 
τότε ο άλλος είναι μηδενικός. ράγματι, αν ο  είναι αντιστρέψιμος, τότε έχουμε 
διαδοχικά

     v

1  1 v

 v

 v.

   x   

Έστω A
α β
γ δ

=








  ένας  πίνακας. α ε ετάσουμε πότε αυτός αντιστρέφεται και θα  

 
βρούμε τον αντίστροφό του.

ια να αντιστρέφεται ο , πρέπει και αρκεί να υπάρχει πίνακας X
x y
z ω

=








  τέτοιος, 

ώστε να ισχύει    ή, ισοδύναμα,

α β
γ δ

x y
z ω



















 =











1 0
0 1

 








=








++
++

10
01

δωγyδzγx
βωαyzβαx

 




=+
=+

0
1

δzγx
βzαx

  (   και 
 




=+
=+

1
0

δωγy
βωαy

  (

Αρκεί, επομένως, τα συστήματα (  και (  να έχουν λύση. Τα συστήματα αυτά έχουν
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βγαδ

δγ
βα

D −==
και

D
β
δ

δx

1
0

, D
α
γ

γ
z

1
0

, D
β
δ

βy −
0
1

, D
α

α
γω

0
1

.

Επομένως

  ν D ≠ , τότε τα συστήματα (  και (  έχουν μοναδική λύση, οπότε ο πίνακας  
αντιστρέφεται.  λύση του (  είναι το εύγος (x , z  με

 
DD

D
x x  και  

DD
D

z z ,

ενώ η λύση του (  είναι το εύγος (y ,  με

 
D
β

D
D

y y  και  
D
α

D
D

.

Άρα

D
α

D

D
β

DX , οπότε ο αντίστροφος του  είναι ο πίνακας

 
α
β

D
A 11 .

 Αν   , τότε ένα τουλάχιστον από τα συστήματα (  και (  είναι αδύνατο, οπότε ο 
πίνακας  δεν αντιστρέφεται. ράγματι

α    Αν Dx ≠ 0  ή  Dy ≠ 0  ή  Dz ≠ 0  ή  Dω≠ 0 , τότε ένα τουλάχιστον από τα συστήματα 
(  και (  θα είναι αδύνατο.

β    Αν D D D D , τότε α =  β =   =  =  0, οπότε και πάλι τα δύο συστήματα 
θα είναι αδύνατα.

Αποδεί αμε λοιπόν ότι

  πίνακας A
α β
γ δ

=














γ δγ δ








 είναι αντιστρέψιμος, αν και μόνο αν 
α β
γ δ

≠ 0 .

   αντίστροφος ενός πίνακα A
α β
γ δ

=
























, αν υπάρχει, δίνεται από τον τύπο

A
D

δ β
γ α

− =
δ β−δ β

−
























1 1 , όπου D
α β
γ δ

= .

ια παράδειγμα
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α   πίνακας A =










3 4
1 2

 αντιστρέφεται, γιατί 
3 4
1 2

2 0= ≠  και ο αντίστροφός του  
 
     είναι ο

A − =
−

−










1 1
2

2 4
1 3

.

β     πίνακας A =










4 2
2 1

 δεν αντιστρέφεται, γιατί 
4 2
2 1

0 .

Ε ΡΜΟΓΗ 

ίνονται οι πίνακε  A =
−









2 1
3 4

 και B =
−











11 3
22 1

  α βρε εί ο αντίστρο ο  του πίνακα 

 Να λυ εί  ε ίσ σ    

ΛΥΣΗ
  ια τον πίνακα  έχουμε D =

−
= ≠

2 1
3 4

11 0. Άρα

   
A − =

−










1 1
11

4 1
3 2      (

 Επειδή ο πίνακας  είναι αντιστρέψιμος, έχουμε

AX B X A B X= ⇔ = ⋅ ⇔ =
−









 ⋅

−










−1
1 1

11
4 1
3 2

11 3
22 1

( )

    

⇔ =
−









X

6 1
1 1

.

ΣΚΗΣΕΙΣ

 
   α βρείτε τα γινόμενα  και  σε όποιες από τις παρακάτω περιπτώσεις 
ορί ονται

 A = [ ]3 2 1 , B =
















2
3
0

   A =
−

−










4 2
2 1

, B =










2 1
4 2
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 A =
−

−

















3 0 1
0 4 2
5 3 1

, B =
−

−
−

















1 5 0
4 1 2
0 1 3

 A =
− −











4 2 1
3 1 3

, B =
−

















2 1 3
0 1 2
4 7 1

.

2.  Αν A =
−















1 1
0 1
2 0

, B =










0 1 1
1 0 1

 και Γ =
−















1 1 0
1 0 1
0 2 2

.

α βρείτε τους πίνακες   A B         .

3.  α στοιχεία για τις αμοιβές και τον αριθμό των εργατών σε δύο οικοδομικές 
εταιρείες  και  έχουν με μορφή πινάκων ως ε ής

Αριθμός εργατών   μερήσιες αποδοχές
Ειδικευμένοι   Ανειδίκευτοι  (σε ευρώ

A
B

60 75
30 60











   Ειδικευμένοι 50
40









 .

     Ανειδίκευτοι

α εκφράσετε με τη βοήθεια του πολλαπλασιασμού των πινάκων το σύνολο των 
αμοιβών των εργατών στις δύο εταιρείες.

   ε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να αποδεί ετε ότι ο πίνακας  είναι 
αντίστροφος του .

A =










2 3
1 2

, B =
−

−










2 3
1 2

   A =
−
−

− −

















1 3 2
2 5 3
3 2 4

, B =
− −

−
−

















14 8 1
17 10 1
19 11 1

   α βρείτε τον αντίστροφο, εφόσον υπάρχει, καθενός από τους παρακάτω 
πίνακες

A =










2 3
1 2

, B =










4 2
2 1

   και   
 

θθ
θθ

συνημ
ημσυν

.

6.     α βρείτε τον αντίστροφο του πίνακα  
αα
αα

ημσυν
συνημ .
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 α λύσετε την ε ίσωση  
 








 −
αα
αα

ημσυν
συνημ

 
 









−−

=
αα
αα

X
συνημ
ημσυν

.

 

  Αν A =










1 2
2 4

, τότε

  α βρείτε τις τιμές των x y R, ∈  για τις οποίες ισχύει A xA y I2= + .
 α υπολογίσετε τους πίνακες  και .

  ν A =
−

−










2 1
3 1

, να βρείτε τον πραγματικό αριθμό x , ώστε να ισχύει

A A xI3 10− − =v .

  α βρείτε τους πίνακες X
α

β
=











1
0

, α, β R για τους οποίους ισχύει   .

  Αν A =
−

−
−

















0 1 1
3 2 3
2 2 3

, B =
−
−

− −

















4 3 3
2 1 2
3 3 2

, να αποδεί ετε ότι

   A I2 = , B I2 =     ( )A B− =2 , I .

 A B A B2 2− ≠

  ν A =
− −











3 2
2 1

, να αποδεί ετε ότι

   πίνακας  αντιστρέφεται και να βρείτε τον  A .

 ΙΑ Α , ν ∈N*.

  ν
 συν ημ

( )
ημ συν

− 
=  

 

x x
A x

x x , 
 









−

=
xx
xx

xB
ημσυν
συνημ

)( , τότε

   α αποδεί ετε ότι  )2()(2 xAxA = ,  )2()(2 xAxB −=

  α αποδεί ετε ότι A x B x2 2( ) ( )+ =v

 α λύσετε την ε ίσωση A x B x I2 2 2( ) ( )− = .

   Μια βιομηχανία επίπλων κου ίνας έχει δύο εργοστάσια Ε  και Ε . ι πίνακες 
 και  δίνουν τις ώρες εργασίας που απαιτούνται για την κατασκευή κάθε 

επίπλου και τις ωριαίες αμοιβές του προσωπικού σε ευρώ αντιστοίχως.
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ατασκευή        άψιμο         υσκευασία Ε     Ε

 

  α βρείτε τον πίνακα και να ε ηγήσετε τι εκφρά ει.

  οιο είναι το κόστος εργασίας για την παραγωγή μιας καρέκλας στο εργοστάσιο 
Ε  και ενός πάγκου στο εργοστάσιο Ε ;

     Αν 
 

















−−−
=

312
625
311

A
 

















−
−

−
=

433
434
110

Bκαι , να αποδεί ετε ότι

  3A =  νA = , 3≥ν  και γενικάv v

 B   , B   και γενικά
 

θετικόςπεριττόςαν
θετικόςάρτιοςαν

B
I

B .

  
     ίνεται ο πίνακας 

 
1ημ

ημ1
συν

1)(
x

x
x

xA ,  
2

,
2
ππx

  α αποδεί ετε ότι (x  =  A ( x . 

 α λύσετε την ε ίσωση A (x   I . 

   Αν 

21
( ) 0 1 2

0 0 1

x x
A x x

 
 

=  
 
 

,

   α αποδεί ετε ότι  )()()( yxAyAxA
   α βρείτε τη σχέση μετα ύ των x , y  ώστε ο πίνακας (y  να είναι αντίστροφος 

του (x .

 α βρείτε τον αντίστροφο του πίνακα 
1 1 1
0 1 2
0 0 1

M
 
 =  
  

.

1 1 .   Αν 
 
A ,

1
1

 R, τότε

   α αποδεί ετε ότι   ,    και γενικά ότι 
 

περιττόςαν,
άρτιοςαν,

A
I

A

 

Τραπέ ι
αρέκλα,
άγκος

4,02,15,1
3,09,01
2,06,06,0

M
 5 6 ατασκευή

6 7 άψιμο
4 5 υσκευασία

N
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  Αν   , να βρείτε τον πίνακα  για τον οποίο ισχύει 
 

10
1119 9 3 XA

 α υπολογίσετε το άθροισμα
 102 AAAI  .

12.    ίνεται ο πίνακας 
 

11
12

A

  α βρείτε τον αντίστροφο του πίνακα 

 α βρείτε τον πίνακα  σε κάθε μια από τις παρακάτω περιπτώσεις

α  AX =
−









2 1
1 0

 β  AXA =










1 0
0 0

 γ  AX 2 2 .

13.    Αν A =
−











1
2

1 3

3 1
, τότε

  α αποδεί ετε ότι  =    και γενικά ότι
 

περιττόςαν,
άρτιοςαν,3

I
A .

 α βρείτε τις πραγματικές τιμές του x  για τις οποίες ισχύει

 ( 2) .v1989

 ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΜΕΤ Σ ΗΜ ΤΙΣΜΟΙ

Η   Γ  Μ
 νωρί ουμε από την Α  υκείου ότι συνάρτηση από ένα σύνολο  σε ένα σύνολο  

είναι μια διαδικασία με την οποία κάθε στοιχείο του  αντιστοιχί εται σε ένα και μοναδικό 
στοιχείο του . την παράγραφο αυτή θα ασχοληθούμε με συναρτήσεις για τις οποίες τα 

 και  συμπίπτουν με το σύνολο E  των σημείων ενός 
καρτεσιανού επιπέδου O x y . ι συναρτήσεις αυτές λέ-
γονται γε μετρικοί μετασ ματισμοί στο επίπεδο ή, 
απλά, γε μετρικοί μετασ ματισμοί. ηλαδή, γεωμε-
τρικός μετασχηματισμός είναι οποιαδήποτε συνάρτηση

T:E E→ . 
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ς προς τη συνάρτηση αυτή η εικόνα, ( , του σημείου (  θα συμβολί εται με
M (x , y ).

Ένα παράδειγμα γεωμετρικού μετασχηματισμού 
είναι η συνάρτηση

T:E E→

 ),(),( yxMyxM ,

η οποία αντιστοιχί ει κάθε σημείο  στο συμ
μετρικό του  ως προς τον ά ονα x x .

 τη συνέχεια θα ασχοληθούμε μόνο με τους γεωμετρικούς μετασχηματισμούς που 
απεικονί ουν τα σημεία  ),( yxM  στα  ),( yxM  των οποίων οι συντεταγμένες δίνονται 
από ένα σύστημα της μορφής

 
yxy
βyαxx

ή, ισοδύναμα, από μια ε ίσωση της μορφής

  
 

y
xβα

y
x

 (

όπου α β  πραγματικοί αριθμοί.
Αν  =  0 και  =  0, τότε η ε ίσωση (  παίρνει τη μορφή

 
y
xβα

y
x

 (

την περίπτωση αυτή ο γεωμετρικός μετασχηματισμός λέγεται γραμμικό  μετασ μα

τισμό  και ο πίνακας 
 βα

 λέγεται πίνακα  του γραμμικού μετασχηματισμού. 

ια παράδειγμα, ο γεωμετρικός μετασχηματισμός που ορί εται από το σύστημα

 
yxy
yxx

22
37

ή, ισοδύναμα, από την ε ίσωση 
 

y
x

y
x

22
37

 είναι ένας γραμμικός 

μετασχηματισμός με πίνακα τον 
7 3
2 2

 
 
 

. Με αυτόν τον μετασχηματισμό το σημείο 

( ,  απεικονί εται στο ( , , ενώ το σημείο ( ,  στο ( , , δηλαδή στον εαυ-
τό του.

 Ας θεωρήσουμε τώρα το γραμμικό μετασχηματισμό

M (x,–y)׳
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y
xβα

y
x

T :

 
και τα μοναδιαία διανύσματα  )0,1(i  και  )1,0(j . 

Τότε, η εικόνα  του πέρατος ( ,0  του διανύσματος 
i έχει συντεταγμένες (α, , αφού 

 αβα
y
x

0
1 ,

ενώ η εικόνα  του πέρατος (0,  του διανύσματος j
έχει συντεταγμένες (β, , αφού

 ββα
y
x

1
0

.

αρατηρούμε, δηλαδή, ότι

ι συντεταγμ νε  τ  εικόνα  του π ρατο   του διανύσματο  ( 1 , 0 )i  
είναι  πρ τ  στ λ  εν  οι συντεταγμ νε  τ  εικόνα  του π ρατο   του 
διανύσματο j  είναι  δεύτερ  στ λ  του πίνακα του γραμμικού μετασ ματισμού

ια παράδειγμα, ο γραμμικός μετασχηματισμός, που απεικονί ει τα πέρατα ( ,0  
και (0,  των διανυσμάτων  )0,1(i και  )1,0(j  στα σημεία ( ,  και ( ,    
 
αντιστοίχως, έχει πίνακα 

3 1
1 2

 
 
 

.

Τέλος, είναι προφανές ότι
 γραμμικό  μετασ ματισμό  Τ απεικονί ει το σ μείο Ο  στο Ο

Ε ΡΜΟΓΕΣ

   ίνεται ο γραμμικό  μετασ ματισμό

 
T

01
10

:
x x
y y

 
   Να βρε ούν οι εικόνε  ( x   y   και ( x   y   τ ν σ μεί ν ( x 1  y 1  και ( x2  y2  

αντιστοί
 Να αποδει τεί ότι  =  
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ΛΥΣΗ

 Έχουμε  
x
y

y
x

y
x

01
10

.

Επομένως, οι εικόνες των (x , y  και B (x , y  είναι τα σημεία ( y , x  και ( y , x  
αντιστοίχως.

 Είναι
 )()()()()()( 2

12
2

12
2

12
2

12 A ByyxxxxyyBA .

αρατηρούμε ότι ο μετασχηματισμός αυτός διατηρεί τις αποστάσεις. ι γεωμετρικοί 
μετασχηματισμοί που διατηρούν τις αποστάσεις λέγονται ισομετρίε .

2.  ίνεται ο γραμμικό  μετασ ματισμό
′    

=    ′     

4 3
:

1 1
x x

T
y y

α βρε εί

  ο πρότυπο του σ μείου  δ λαδ  το σ μείο x  y  που απεικονί εται 
στο  

  εικόνα τ  ευ εία    = x + 

ΛΥΣΗ
 σχύει

 
y
x

11
34

0
2 .

Επειδή ο πίνακας 
 

11
34

 είναι αντιστρέψιμος, πολλαπλασιά ουμε και τα δύο μέλη με  
 
τον αντίστροφό του, που είναι ο πίνακας 

 
41
31

 και έχουμε διαδοχικά

 

y
x

0
2

11
34 1

 
y
x

0
2

41
31

 
y
x

2
2

      

    

      .
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Άρα το σημείο  έχει συντεταγμένες ( , .

 Αρκεί να βρούμε την ε ίσωση η οποία επαληθεύεται από τις συντεταγμένες των 
εικόνων των σημείων της ευθείας  και μόνο απ  αυτές. ράγματι, έχουμε

 

y
x

y
x

y
x

y
x 1

11
34

11
34

 
y
x

y
x

41
31

 
y
x

yx
yx

4
3

 
yxy

yxx
4

3

          

(

Επομένως, αν το σημείο (x ,y  ανήκει στην , τότε θα ισχύει

Άρα, το σημείο M (x , y  ανήκει στην ευθεία
 

2
1

2
1: xy .

Αλλά και α ρ , αν το σημείο M (x , y  ανήκει στην ευθεία  
2
1

2
: xy , 

τότε το M (x , y  ανήκει στην ευθεία   x   .

υνεπώς, η εικόνα της ευθείας   x    είναι η ευθεία 
 

2
1

2
1: xy .

Αποδεικνύεται ότι κάθε γραμμικός μετασχηματισμός, του οποίου ο πίνακας αντιστρ
εται, απεικονί ει

—  ευθείες σε ευθείες

—  ευθύγραμμα τμήματα σε ευθύγραμμα τμήματα με άκρα τις εικόνες των άκρων

—  πολύγωνα σε πολύγωνα με κορυφές τις εικόνες των κορυφών.

 12 xy

 1624 yxyx

 12 xy
 

2
1

2
1 xy
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ια παράδειγμα, με το μετασχηματισμό

 
y
x

y
x

T
01
12

:

το τρίγωνο  με κορυφές ( ,0 , B (–  και (0  απεικονί εται στο τρίγωνο  
που έχει ως κορυφές τις εικόνες ( , , B ( ,  και ( ,0 των κορυφών του τριγώνου 

.

Είναι βολικό, πολλές φορές, ένα πολύγωνο  ...  να το παριστάνουμε με τον πίνακα
 

yyy
xxx

21

21 ,

 
που έχει ως στήλες τις συντεταγμένες των κορυφών του. Τον πίνακα αυτόν θα τον λέμε  

πίνακα του πολυγ νου. Έτσι, ο πίνακας του  είναι ο  
330
011 , ενώ του  ο 

 
011
312 . Είναι φανερό ότι

  

 
31

.
0

011
01
12

011
312

Άρα ο πίνακας του τριγώνου  προκύπτει 
αν πολλαπλασιάσουμε τον πίνακα του γραμμικού 
μετασχηματισμού με τον πίνακα του τριγώνου 

. Αυτό ισχύει και για οποιοδήποτε πολύγωνο.

  
 υμμετρία  προ  τ ν αρ  τ ν α όν ν

αλούμε συμμετρία ως προς την αρχή των α όνων 
το γεωμετρικό εκείνο μετασχηματισμό με τον οποίο 
κάθε σημείο (x , y  του καρτεσιανού επιπέδου 
απεικονί εται στο συμμετρικό του (x , y  ως 
προς την αρχή των α όνων. πως γνωρί ουμε από 
την Α  υκείου ισχύει

 
.

10
01

10
01

y
x

y
x

yxy
yxx

yy
xx

Άρα, η συμμετρία ως προς την αρχή των α όνων 
είναι γραμμικός μετασχηματισμός με πίνακα 

 
I

10
01

.
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  υμμετρία  προ  ονα μια ευ εία  

αλούμε συμμετρία ως προς ά ονα μια ευθεία , το 
γεωμετρικό εκείνο μετασχηματισμό με τον οποίο κάθε 
σημείο (x , y  του καρτεσιανού επιπέδου απεικονί εται 
στο συμμετρικό του, (x , y , ως προς την ευθεία . 

την παράγραφο αυτή θα ασχοληθούμε με τη συμ
μετρία ως προς τον ά ονα x x , τη συμμετρία ως προς 
τον ά ονα y y  και τη συμμετρία ως προς την ευθεία 

 x .

α   υμμετρία  προ  τον ονα x x.

πως γνωρί ουμε από την Α  υκείου ισχύει

 
y
x

y
x

yxy
yxx

yy
xx

10
01

10
01 .

Άρα, η συμμετρία ως προς τον ά ονα  είναι γραμ  

μικός μετασχηματισμός με πίνακα 
 

10
01

.

β  υμμετρία  προ  τον ονα y y.

πως γνωρί ουμε από την Α  υκείου ισχύει

 
y
x

y
x

yxy
yxx

yy
xx

10
01

10
01 .

Άρα η συμμετρία ως προς τον ά ονα y y  είναι ένας  
 
γραμμικός μετασχηματισμός με πίνακα 

 
10
01

.

γ  υμμετρία  προ  ονα τ ν ευ εία y =  x  

πως γνωρί ουμε από την Α  υκείου ισχύει  

 
y
x

y
x

yxy
yxx

xy
yx

01
10

01
10 .

Άρα, η συμμετρία ως προς ά ονα την ευθεία y  =  x  είναι  
 
ένας γραμμικός μετασχηματισμός με πίνακα 

 
01
10

.

ι παραπάνω γραμμικοί μετασχηματισμοί είναι όλοι ισομετρίε .
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 τρο  με κ ντρο  και γ νία  

Έστω O x y  ένα σύστημα συντεταγμένων στο επίπεδο 
και θ μια θετική ή αρνητική γωνία. αλούμε στροφή 
με κέντρο  και γωνία θ το γεωμετρικό εκείνο 
μετασχηματισμό με τον οποίο κάθε σημεί  M (x , y  
του επιπέδου αντιστοιχί εται στο πέρας M (x , y , 
του διανύσματος  MO  που είναι η τελική θέση του
 MO , αν αυτό στραφεί γύρω από το  κατά γωνία θ. 

Αν  είναι η γωνία που σχηματί ει το διάνυσμα  MO  
με τον ά ονα x x  και ρ το μέτρο του διανύσματος 
 MO , τότε θα ισχύει

 
ρy
ρx

ημ
συν     (    και   

 
)ημ (
)συν(

θρy
θρx     ( .

Έτσι, θα ισχύει

 
θρθρy
θρθρx

θθρy
θθρx

ημ)συν(συν)ημ(
ημ)ημ(συν)συν(

)ημσυνσυνημ(
)ημημσυνσυν(

 
θyθxy
θyθxx

συνημ
ημσυν)1(

 
y
x

θθ
θθ

y
x

συνημ
ημσυν

  
   

    

        

        .

Άρα, η στροφή με κέντρο  και γωνία θ είναι γραμμικός μετασχηματισμός με πίνακα  
  

θθ
θθ

συνμ
μσυν

. Ειδικότερα

α   στροφή με κέντρο  και γωνία 
 

2
πθ  έχει πίνακα 

 
01
10

.

β    στροφή με κέντρο  και γωνία θ =  π έχει πίνακα 
 

I
10
01

 
και είναι η συμμετρία 

ως προς την αρχή των α όνων.

γ   στροφή με κέντρο  και γωνία 
2

3 πθ  έχει πίνακα 
 

01
10

.

δ   Τέλος, η στροφή με κέντρο  και γωνία θ =  π έχει πίνακα 
 

10
01

και είναι η 

ταυτοτική απεικόνιση.

Εύκολα αποδεικνύεται ότι και η στροφή είναι μια ισομετρία.
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 μοιο εσία  

αλούμε ομοιο εσία με κέντρο την αρχή των 
α όνων  και λόγο λ R *  το μετασχηματισμό 
με τον οποίο κάθε σημείο M (x , y  του επιπέδου 
αντιστοιχί εται στο σημείο M (x , y  που ορί
εται από την ισότητα

 O MMO .

Επειδή  ),( yxO M και  ),( yxMO , έχουμε

 ),(),( yxyxO MMO

 
yy
xx

 
yxy
yxx

0
0

 
y
x

y
x

0
0

   
 

Άρα, η ομοιοθεσία με κέντρο την αρχή των α όνων και λόγο   0 είναι ένας γραμμικός  

μετασχηματισμός με πίνακα
 

λ
λ
0

0 .

Ν Ν  Ν Ν
ια να θυμόμαστε τον πίνακα των παραπάνω γραμμικών μετασχηματισμών, αρκεί να 

θυμόμαστε ότι η πρώτη στήλη του είναι οι συντεταγμένες της εικόνας του σημείου 
( ,0 , ενώ η δεύτερη στήλη του είναι οι συντεταγμένες της εικόνας του (0, . 

ια παράδειγμα, ο πίνακας της συμμετρίας ως προς τον ά ονα x είναι ο
 

10
01

 που  
 
έχει για πρώτη και δεύτερη στήλη τις συντεταγμένες των συμμετρικών ως προς τον ά ονα 
x των σημείων ( ,0  και (0,  αντιστοίχως.

 αρ λλ λ  μετα ορ

Έστω  ),( 21  ένα διάνυσμα του καρτεσιανού επιπέδου O x y . αλούμε παράλληλη 
μεταφορά κατά διάνυσμα   το γεωμετρικό εκείνο μετασχηματισμό με τον οποίο κάθε 
σημεί  M (x ,y  του επιπέδου αντιστοιχί εται στο σημείο M (x ,y  που ορί εται από την 
ισότητα  MM  ( χ. .
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Επειδή  ),( yyxxMM , έχουμε

 ),(),( 21yyxxMM
 

2

1

yy
xx

 

2

1

yy
xx

 

2

1

y
x

y
x

 

2

1

10
01

y
x

y
x

Άρα, η παράλληλη μεταφορά δεν είναι γραμμικός μετασχηματισμός. Είναι, όμως, 
ισομετρία.

Ε ΡΜΟΓΕΣ
1.  στ  Τ ο μετασ ματισμό  στρο  με κ ντρο Ο και γ νία

 
4
πθ  Να βρε εί 

 εικόνα C  τ  καμπύλ  C 1: xy  προ  το μετασ ματισμό Τ.

ΛΥΣΗ
Έστω M (x ,y  ένα σημείο του επιπέδου και M (x ,y  η εικόνα του ως προς το μετα
σχηματισμό . Τότε θα ισχύει
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Επομένως, αν τ  M ( x , y  ανήκει στην καμπύλη C , 
τότε θα ισχύει  

 x y  =   

           ,

οπότε το σημείο M (x , y  θα είναι σημείο της 
ισοσκελούς υπερβολής 

 2 2

2 2
2 2

x yC .

Αλλά και α ρ , αν το M (x , y  ανήκει στην καμπύλη C , τότε το M ( x , y  θα 
ανήκει στην C .

Άρα, η εικόνα της
 

x
yC 1: , ως προς τη στροφή με κέντρο  και γωνία 

 
4
πθ , είναι η 

υπερβολή 
 2 2

2 2
2 2

x yC . υνεπώς, η καμπύλη 
 

x
yC 1:  είναι μια υπερβολή που 

προκύπτει αν στρέψουμε την C  κατά γωνία 
4
πθ .

2. στ  Τ1  και Τ  οι γραμμικοί μετασ ματισμοί με πίνακε

 
11
21

1A  και 
11
23

2A
 
αντιστοί  Να βρε εί ο πίνακα  του γραμμικού μετασ ματισμού που προκύπτει  
αν ε αρμόσουμε πρ τα τον T 1  και πειτα τον T 2  δ λαδ  του μετασ ματισμού 
 12 TT .

ΛΥΣΗ
Έστω ( x , y  ένα σημείο του επιπέδου. Αν M (x , y  είναι η εικόνα του  μέσω του 
μετασχηματισμού 1  και M (x , y  η εικόνα του M  μέσω του μετασχηματισμού 2, 
τότε θα ισχύει

 
y
x

y
x

11
21  και  

y
x

y
x

11
23 ,

οπότε θα έχουμε

 
1)()(

2
1 22 yx

 2 2

2 2
( ) ( ) 1

2 2

x y
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y
x

y
x

y
x

30
81

11
21

11
23 .

Άρα, ο πίνακας του  12 TT  είναι ο
 

30
81

 που είναι το γινόμενο 12 AA  των πινάκων των  
 
μετασχηματισμών 2  και 1. ενικά

ν 1  2 είναι πίνακε  δύο γραμμικ ν μετασ ματισμ ν  Τ1  και Τ2 αντιστοί  
τότε ο πίνακα  του γραμμικού μετασ ματισμού  12 TT  είναι ο  

. 
1  εν  του

 21 TT  είναι ο  
. 

2”.

ΣΚΗΣΕΙΣ

 
   α γράψετε τους πίνακες των γραμμικών μετασχηματισμών

 
yxy
yxx

T :1

 
yxy
yxx

T
2

:2

 
yxy
yxx

T
42
2

:3, ,  

και να βρείτε τις εικόνες των σημείων ( ,0  και (0, .

2.   α βρείτε το γραμμικό μετασχηματισμό που απεικονί ει τα πέρατα ( ,0  και 
(0,  των μοναδιαίων διανυσμάτων  i  και  j  στα σημεία  ( ,  και ( ,  

αντιστοίχως,  ( ,  και ( ,  αντιστοίχως.

   ίνεται ο γραμμικός μετασχηματισμός

 
y
x

y
x

T
01
12

: .

α βρείτε τις εικόνες των σημείων (0,0  και ( ,  και στη συνέχεια να 
αποδεί ετε ότι ο  δεν είναι ισομετρία.

4.    ίνεται ο γραμμικός μετασχηματισμός
 

y
x

y
x

T
11
12

:

  α βρείτε την εικόνα  του τετραγώνου  που έχει πίνακα

 
1100
0110 .

 α αποδεί ετε ότι το  είναι πλάγιο παραλληλόγραμμο.
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   ίνεται ο μετασχηματισμός
 

y
x

y
x

T
23
11

: .

α βρείτε

  το πρότυπο του σημείου (0,

 την εικόνα της ευθείας  y  =  x   .

   Τι παριστάνουν γεωμετρικά οι γραμμικοί μετασχηματισμοί που έχουν πίνακα

 

1.    ίνεται ο γραμμικός μετασχηματισμός

    α αποδεί ετε ότι ο  απεικονί ει όλα τα σημεία του επιπέδου στην ευθεία    
 y  =  x .

  α βρείτε τα πρότυπα του σημείου O (0,0 .

 α αποδεί ετε ότι το σημείο A ( ,  δεν έχει πρότυπο.

2.   ίνεται ο γραμμικός μετασχηματισμός

και δύο οποιαδήποτε σημεία A (x ,y , B (x ,y  του επιπέδου. α αποδεί ετε ότι

    T  δεν είναι ισομετρία, δηλαδή ότι  )()( A BBA ≠ .

    απεικονί ει το μέσο του ευθ. τμήματος  στο μέσο της εικόνας του .

 Το εμβαδόν του τριγώνου  είναι ίσο με το εμβαδό της εικόνας του O .

 
y
x

y
x

T
42
21

:

 
y
x

y
x

T
01
11

:

  i )  
2/32/1
2/12/3A ,  i i )  

20
02

A  

i i i )  
01
10

10
01

A ,                      i v )  
20
02

10
01

A  

 v )  
01
10

10
01

A ,                        v i )  
10
01

10
01

01
10

A .  
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3.   α βρείτε το γραμμικό μετασχηματισμό που απεικονί ει τα σημεία A ( ,  και 
B ( ,  στα σημεία

  A (0,  και B ( ,  αντιστοίχως

 A ( ,  και B ( ,  αντιστοίχως.

ε καθεμιά περίπτωση να βρείτε την εικόνα της ευθείας  y  =  x .

    α αποδεί ετε ότι καθένας από τους παρακάτω γεωμετρικούς μετασχηματισμούς 
είναι γραμμικός μετασχηματισμός.
    συμμετρία ως προς την ευθεία y  =  x .
   προβολή πάνω στον ά ονα x x .

  προβολή πάνω στον ά ονα y y .
  προβολή πάνω στην ευθεία y  =  x .

τη συνέχεια να βρείτε σε καθεμία περίπτωση την εικόνα του τετραγώνου   
 
με πίνακα  

1100
0110 και να επιβεβαιώσετε γεωμετρικά την απάντησή σας.

   ίνεται ο μετασχηματισμός  με πίνακα 
 

β
α

A
0

0
, όπου α > β > 0.

   α αποδεί ετε ότι η εικόνα του κύκλου C  x   y  =   είναι η έλλειψη

  1: 2

2

2

2

β
y

α
xC

 Αφού βρείτε την εικόνα O A  του τετραγώνου , που έχει πίνακα

 
1100
0110  

     
, να δεί ετε ότι (O A   αβ . ( .

 Η Ε ΟΙ  ΤΟΥ ΓΡ ΜΜΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜ ΤΟΣ

 άθε ε ίσωση της μορφής α x   α x  α x   β, όπου α , α , ..., α  β είναι πραγματικοί 
αριθμοί και x  άγνωστοι, λέγεται γραμμικ  ε ίσ σ  με  αγν στου . ι αριθ-
μοί α , α , ...α  λέγονται συντελεστ  τ ν αγν στ ν και ο  στα ερό  όρο .

ια παράδειγμα, η ε ίσωση x    είναι μια γραμμική ε ίσωση με δύο αγνώστους. 
Επίσης, η  152 4321 xxxx είναι γραμμική ε ίσωση με τέσσερις αγνώστους, 
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ενώ οι ε ισώσεις x  y    και  232 yx δεν είναι γραμμικές.
άθε διατεταγμένη άδα αριθμών (s 1, s , , s  που επαληθεύει μια γραμμική ε ίσωση 

με  αγνώστους λέγεται λύσ  τ  ε ίσ σ .
ια παράδειγμα, η διατεταγμένη τριάδα ( , 0,  είναι λύση της ε ίσωσης x  y    
, αφού  123202)1(3 .

 Ένα πλήθος  γραμμικών ε ισώσεων με  αγνώστους των οποίων ητάμε τις κοινές 
λύσεις, λέγεται γραμμικό σύστ μα  ε ισ σε ν με  αγν στου  ή απλούστερα  
γραμμικό σύστ μα.

ια παράδειγμα, το

 
23

132
yx
yx

 
( 1)

είναι ένα  γραμμικό σύστημα.

ενικά, ένα  γραμμικό σύστημα έχει τη μορφή

 

βxαxαxα

βxαxαxα
βxαxαxα
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. . . . .. . . . . . . . . .. . . . . . . . . .. . . . . . . . . .. . . . . . . . . .. . . . . . . . . .
 ( )

 ος δείκτης i  του συντελεστή α i j  δείχνει την ε ίσωση στην οποία ανήκει ο αi j , ενώ ο ος 
δείκτης  j  δείχνει τον άγνωστο με τον οποίο πολλαπλασιά εται ο α i j . ια παράδειγμα, ο α  
είναι ο συντελεστής του αγνώστου x  στην τρίτη ε ίσωση ενός συστήματος.

άθε διατεταγμένη άδα αριθμών η οποία επαληθεύει όλες τις ε ισώσεις ενός  
γραμμικού συστήματος, λέγεται λύσ  του συστήματος. ια παράδειγμα, η διατεταγμένη 
τριάδα (  , 0,  είναι λύση του συστήματος ( 1 , αφού (   0   .  =   και  

   . 0   =   .
 διαδικασία με την οποία βρίσκουμε τις λύσεις ενός συστήματος λέγεται επίλυσ  του 

συστήματος.
Ένα σύστημα που έχει μια τουλάχιστον λύση λέγεται συμβιβαστό, ενώ ένα σύστημα που 
δεν έχει καμία λύση λέγεται αδύνατο.
Τέλος, δύο γραμμικά συστήματα που έχουν τις ίδιες ακριβώς λύσεις λέγονται ισοδύναμα.

 Με τη βοήθεια των πινάκων το σύστημα ( 1  γράφεται

 
2
1

3
32

yx
yx

.
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Το ο μέλος όμως της ισότητας αυτής είναι το γινόμενο του  πίνακα 
 

131
312

  
 
 
των συντελεστών των αγνώστων με τον  πίνακα στήλη 

 
y
x

 των αγνώστων. 

Επομένως το σύστημα (  γράφεται

 

2
1

131
312

y
x

.

ενικότερα, το  γραμμικό σύστημα (  γράφεται

 

β

β
β

x

x
x

ααα

ααα
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1

2

1

21

22 22 1

11211

.

Αν τώρα συμβολίσουμε με  τον πίνακα των συντελεστών των αγνώστων, με  τον 
πίνακα στήλη των αγνώστων και με  τον πίνακα στήλη των σταθερών όρων, τότε το 
(  γράφεται  =  .
Αν οι σταθεροί όροι ενός γραμμικού συστήματος είναι όλοι ίσοι με το μηδέν, τότε το 
σύστημα λέγεται ομογεν  και σύντομα γράφεται  v.

Τέλος ο πίνακας
 

βααα

βααα
βααα







21

222 22 1

111211

που αποτελείται από τον πίνακα  των συντελεστών των αγνώστων, συμπληρωμένο με 
τη στήλη των σταθερών όρων λέγεται επαυ μ νο  πίνακα  του συστήματος. πως 
θα δούμε στη συνέχεια, ο πίνακας αυτός παί ει σημαντικό ρόλο στην επίλυση του 
συστήματος.  κατακόρυφη διακεκομμένη γραμμή στον επαυ ημένο πίνακα προστίθεται 
απλώς για να εχωρί ει τη στήλη των σταθερών όρων.

 Ε ΙΛΥΣΗ ΓΡ ΜΜΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜ ΤΟΣ ΜΕ ΤΗ
  ΜΕ Ο Ο ΛΟΙ ΗΣ ΤΟΥ 

Αποδεικνύεται ότι, αν σε ένα γραμμικό σύστημα εφαρμόσουμε μια από τις επόμενες 
διαδικασίες, τότε προκύπτει ισοδύναμο σύστημα
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 Εναλλαγή της θέσης δύο ε ισώσεων
 ολλαπλασιασμός των μελών μιας ε ίσωσης με ένα μη μηδενικό αριθμό.
 ρόσθεση των μελών μιας ε ίσωσης (πολλαπλασιασμένων με έναν αριθμό  στα μέλη 

μιας άλλης.
Έτσι, όταν έχουμε να λύσουμε ένα γραμμικό σύστημα προσπαθούμε, εφαρμό οντας τις 
προηγούμενες διαδικασίες, να το μετασχηματίσουμε σε ένα άλλο ισοδύναμο σύστημα 
του οποίου η λύση να είναι προφανής.
Ας δούμε τώρα με ένα παράδειγμα πως εφαρμό ονται και πως συμβολί ονται οι τρεις 
αυτές διαδικασίες.

Έστω το γραμμικό σύστημα        
 

123
352

02

yx
yx
yx

 (

 
 ολλαπλασιά ουμε τα μέλη της

ης ε ίσωσης Ε  του (  με  και 
τα προσθέτουμε στα αντίστοιχα 
μέλη της ης ε ίσωσης Ε  του ( . 
Έτσι, απαλείφεται από την Ε  ο 
άγνωστος x .
 

 ολλαπλασιά ουμε τα μέλη της 
Ε  του (  με  και τα προσθέ
τουμε στα μέλη της Ε . Έτσι, 
απαλείφεται από την Ε  ο άγνω
στος x .

 ολλαπλασιά ουμε τα μέλη της

Ε  του (  με  
3
1 . Έτσι, ο συντε

λεστής του y  γίνεται .

υνεχί ουμε εφαρμό οντας τις παραπάνω διαδικασίες που παριστάνουμε πλέον μόνο 
συμβολικά

                     (

                     (
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Επειδή το σύστημα (  είναι ισοδύναμο με το αρχικό σύστημα ( , συμπεραίνουμε ότι 
η λύση του συστήματος είναι η τριάδα ( , 0, .
Μπορούμε να περιγράψουμε απλούστερα τη διαδικασία επίλυσης ενός  γραμμικού 
συστήματος, αν σκεφτούμε ως ε ής  Αφού κάθε ε ίσωση παριστάνεται με μια γραμμή 
του επαυ ημένου πίνακα, αρκεί οι παραπάνω μετατροπές των ε ισώσεων να γίνονται 
στις γραμμές , , , μ του επαυ ημένου πίνακα. ι μετατροπές αυτές λέγονται 
γραμμοπρ ει  και είναι οι ε ής  

ραμμοπρ  υμβολισμό

Ε α α θ ρα

απ α α α ρα α
αρ θ

ρ θ α ρα
π απ α α α αρ θ α
α α α α ρα

ταν έχουμε δύο πίνακες ,  που ο ένας προκύπτει από τον άλλο με γραμμοπρά εις, 
τότε οι πίνακες αυτοί λέγονται γραμμο σοδύναμοι ή απλώς ισοδύναμοι και γράφουμε 
 B~A . Είναι προφανές ότι, αν οι επαυ ημένοι πίνακες δύο συστημάτων είναι ισοδύναμοι, 
τότε και τα συστήματα είναι ισοδύναμα, αφού καθεμιά γραμμοπρά η εχωριστά οδηγεί 
σε σύστημα ισοδύναμο με το αρχικό.
Έτσι, η επίλυση του προηγούμενου συστήματος μπορεί να γίνει ως ε ής

 322 EEE
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 τελευταίος πίνακας αντιστοιχεί στο σύστημα
 

1
0
1

y
x

.

Επομένως, η λύση του συστήματος είναι η τριάδα ( , 0, .
αρατηρούμε ότι ο τελευταίος πίνακας των συντελεστών των αγνώστων είναι ο μοναδιαίος 

 πίνακας. Έτσι μπορούμε να διαβάσουμε  αμέσως τη λύση του συστήματος.
ια να απλοποιήσουμε και να συντομεύσουμε ακόμη περισσότερο τη διαδικασία 

επίλυσης ενός συστήματος, πολλές φορές στο ίδιο βήμα εφαρμό ουμε περισσότερες από 
μία γραμμοπρά εις.
Ας λύσουμε τώρα και το σύστημα
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αίρνουμε τον επαυ ημένο πίνακα και έχουμε διαδοχικά
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210000
101000
300121

.

Έτσι το αρχικό σύστημα είναι ισοδύναμο με το σύστημα

                                                                                         .

ύνουμε την πρώτη ε ίσωση ως προς έναν άγνωστο, π.χ. ως προς x (αυτό μας διευκολύ-
νει, αφού ο συντελεστής του αγνώστου αυτού είναι  και έχουμε

      .

Επειδή ο άγνωστος x  εκφρά εται ως συνάρτηση των x , x , αυτό σημαίνει ότι μπορού-
με να επιλέ ουμε αυθαιρέτως τις τιμές των x , x . ηλαδή, το γραμμικό σύστημα έχει 
άπειρο πλήθος λύσεων, τις διατεταγμένες πεντάδες  )2,1,,,23( 3232 xxxx , όπου οι 
x , x  μπορούν να πάρουν οποιεσδήποτε πραγματικές τιμές.

.χ. για x   , x   0 έχουμε τη λύση )2,1,0,1,1(  του συστήματος.
 τελευταίος από τους παραπάνω ισοδύναμους επαυ ημένους πίνακες είναι, όπως λέμε, 

ένας αν γμ νο  κλιμακ τό  πίνακα . ενικά, δίνουμε τον επόμενο ορισμό

 

Ένας  πίνακας λέγεται αν γμ νο  κλιμακ τό , αν ισχύουν συγχρόνως τα 
παρακάτω
α  ι μη μηδενικές γραμμές βρίσκονται πριν από τις μηδενικές.
β   Το πρώτο από αριστερά μη μηδενικό στοιχείο κάθε μη μηδενικής γραμμής είναι 

το  και βρίσκεται δε ιότερα του αντίστοιχου  της προηγούμενης γραμμής.
γ   Το πρώτο από αριστερά  κάθε μη μηδενικής γραμμής είναι και το μόνο μη 

μηδενικό στοιχείο της στήλης στην οποία ανήκει.

Έτσι π.χ. οι πίνακες

(  Ένας  πίνακας λέγεται, απλώς, κλιμακ τό , αν
α    ι μη μηδενικές γραμμές βρίσκονται πριν από τις μηδενικές και
β    Το πρώτο από τα αριστερά μη μηδενικό στοιχείο κάθε γραμμής βρίσκεται δε ιότερα από το αντίστοιχο 

στοιχείο της προηγούμενης γραμμής, χωρίς να είναι κατανάγκη ίσο με .
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είναι ανηγμένοι κλιμακωτοί, ενώ οι πίνακες

δεν είναι ανηγμένοι κλιμακωτοί.
χετικά με τους ανηγμένους κλιμακωτούς πίνακες ισχύει το παρακάτω θεώρημα.

άθε πίνακας μετατρέπεται σε ανηγμένο κλιμακωτό πίνακα με την εκτέλεση ενός 
πεπερασμένου πλήθους γραμμοπρά εων.

ύμφωνα με το θεώρημα αυτό κάθε πίνακας είναι ισοδύναμος με έναν ανηγμένο 
κλιμακωτό πίνακα. Μπορεί να αποδειχθεί ότι αυτός ο ανηγμένος κλιμακωτός πίνακας 
είναι και μοναδικός.

 παρακάτω αλγόριθμος μας δίνει μια μέθοδο με την οποία μπορούμε να βρίσκουμε κάθε 
φορά το μοναδικό αυτόν ανηγμένο κλιμακωτό πίνακα.

 ο    ρίσκουμε την πρώτη στήλη του πίνακα που περιέχει μη μηδενικό 
στοιχείο.

 ο    Μεταφέρουμε στον πίνακα πρώτη τη γραμμή που περιέχει μη μηδενικό 
στοιχείο της στήλης (γραμμοπρά η .

 ο    άνουμε το μη μηδενικό στοιχείο της στήλης μονάδα (γραμμοπρά η 
.

 ο    άνουμε όλα τα στοιχεία της στήλης που είναι κάτω από τη μονάδα 
μηδενικά (γραμμοπρά η .

 ο    Αγνοούμε την πρώτη γραμμή του πίνακα και επαναλαμβάνουμε τα 
βήματα  έως  για τις επόμενες γραμμές του πίνακα. Αν όμως οι 
γραμμές που απέμειναν είναι μηδενικές, πηγαίνουμε στο ο βήμα.

 ο    Από γραμμή σε γραμμή χρησιμοποιώντας το πρώτο από αριστερά  
κάθε γραμμής και τη γραμμοπρά η  κάνουμε μηδέν όλα τα στοιχεία 
της στήλης στην οποία βρίσκεται η μονάδα αυτή.
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 παραπάνω αλγόριθμος, που ονομά εται και αλγόρι μο  του , ολοκληρώνεται 
όταν σε κάθε μη μηδενική γραμμή του πίνακα το πρώτο από αριστερά  είναι και το μόνο 
μη μηδενικό στοιχείο της στήλης στην οποία ανήκει.
Έτσι για να λύσουμε ένα γραμμικό σύστημα με τον αλγόριθμο του , μετατρέπουμε 
τον επαυ ημένο πίνακά του σε έναν ισοδύναμο ανηγμένο κλιμακωτό πίνακα.

ια παράδειγμα, ας λύσουμε το σύστημα

χηματί ουμε τον επαυ ημένο πίνακα του συστήματος

 

2322
5 .33
43322

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

 

232211

511133

413322

31  ( βήμα 2 ο )

και έχουμε διαδοχικά
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 τελευταίος πίνακας είναι ανηγμένος κλιμακωτός και αντιστοιχεί στο σύστημα 

που είναι ισοδύναμο με το σύστημα

Επομένως, το σύστημα έχει άπειρο πλήθος λύσεων της μορφής

 Ας λύσουμε τώρα και το σύστημα  

χηματί ουμε τον επαυ ημένο πίνακα του συστήματος και έχουμε διαδοχικά
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Από την η γραμμή του τελευταίου πίνακα έχουμε ότι 0x   0  0z   0 = ή 0 =  , 
που σημαίνει ότι το σύστημα είναι αδύνατο. ενικά,

ν κατ  τ ν επίλυσ  ενό  συστ ματο  με τ  βο εια του επαυ μ νου πίνακα 
παρουσιαστεί μια γραμμ  τ  μορ  α|0...00  με  0≠α  τότε το σύστ μα είναι 
αδύνατο

Από τα συστήματα που λύσαμε μέχρι τώρα, παρατηρούμε ότι, όσα από αυτά είναι 
συμβιβαστά, ή έχουν μία μοναδική λύση ή έχουν άπειρο πλήθος λύσεων. ηλαδή, δεν 
εμφανίστηκε σύστημα που να έχει περισσότερες από μία αλλά πεπερασμένου πλήθους 
λύσεις. Αποδεικνύεται ότι αυτό ισχύει γενικά για τα γραμμικά συστήματα.

Ε ΡΜΟΓ

Να λυ εί το σύστ μα

1
1
1

,  .  
y

y
R

ΛΥΣΗ
χηματί ουμε τον επαυ ημένο πίνακα του συστήματος και έχουμε διαδοχικά

  

 Αν  1≠κ , τότε το σύστημα είναι αδύνατο.

 Αν 1κ , τότε ο τελευταίος πίνακας γράφεται                 .

Επομένως, το σύστημα ισοδυναμεί με την ε ίσωση

 xyyx 11

και έτσι έχει άπειρο πλήθος λύσεων της μορφής  )1,( xx , x R.

111
11
11

 ~ 31  
11
11
111

~ 122  

110
010
111

 ~ 233

100
010
111

.  

 

000
000
111

22-0181-02_HR.indb   60 12/12/2013   10:46:32 πμ



 Ι ΚΕΣ  ΓΡ ΜΜΙΚ  ΣΥΣΤΗΜ Τ  

ΣΚΗΣΕΙΣ

 

   α γράψετε τα συστήματα

     και   
 

63
12623
2

y
yx
yx

στη μορφή = , όπου  ο πίνακας των συντελεστών των αγνώστων, 
 ο πίνακας των αγνώστων και  ο πίνακας των σταθερών όρων.

  α γράψετε τα γραμμικά συστήματα που περιγράφουν οι ισότητες

i )  
3
2
1

3403
4312
1221

y
x

 i i )  

1
3
1
2

324
213
132
311

y
x

 

τη συνέχεια να γράψετε τους επαυ ημένους πίνακες των συστημάτων 
αυτών.

 
   α λύσετε τα συστήματα που αντιστοιχούν στους ανηγμένους κλιμα -

κωτούς πίνακες

  Με τον αλγόριθμο του  να λύσετε τα συστήματα

 
22
1532

yx
yx

 

2100
1010
3001

i )
        4210

3301
i i )

41000
30100
20011

i i i )

i )  
02
3
1

zyx
zyx
zyx

 i i )  
134
12
0

zyx
zyx
zyx

 i i i )  
023
32
22

zyx
zyx
zyx

.  
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i )  
322
12
22

zyx
zyx
zyx

 i i )
0332
12
12

zyx
zyx
zyx

  

i i i )  
03
22
032

zx
zyx
zyx

 

i )  

13143
16
443
32

x
y
y

x
yx
yx

 i i )  

1410
123
02
13

zyx
yx

zyx
zyx

 

B   

  μοίως τα συστήματα

6.   μοίως τα συστήματα

   α βρείτε τα α, β,  ώστε το σύστημα 
33
12
0

βyx
yαx
βyαx

  να έχει ως λύση την 

(x , y ,  =  ( , , .

   α βρείτε την ε ίσωση της παραβολής βxαxy 2 ,  α , β , ,   R που διέρχε-
ται από τα σημεία ( , 0 , ( , 0  και ( , .

   Αν 
2

0 πα, β,  

2
1εφσυνημ2

133εφσυν2ημ4
2εφσυν4ημ2

βα

βα
βα

και ,  

να αποδεί ετε ότι 
3
πβα .  

   Αν 
122
121
322

A και y
x

X , να λύσετε το γραμμικό σύστημα  .

   Αν 
 

22
11

A , να βρείτε όλους τους πίνακες  για τους οποίους ισχύει  

  .
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   α λύσετε τα συστήματα

i )  
2104

42
1

αyx
αyx

yx
 i i )  

yx
yx
yx

2
1032

6
 i i i )  

3)1(2

1

yx
yx
yx

,  .  R

 Ε ΙΛΥΣΗ ΓΡ ΜΜΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜ ΤΟΣ ΜΕ ΤΗ
 ΜΕ Ο Ο ΟΡΙ ΟΥΣΩ

Ε
την προηγούμενη παράγραφο περιγράψαμε μια μέθοδο με την οποία μπορούμε να βρί-

σκουμε τη λύση ενός γραμμικ ύ συστήματος.
μως, όπως έχουμε δει στα γραμμικά συστήματα με δύο αγνώστους, είναι χρήσιμο να 

έχουμε και έναν τύπο, ο οποίος να εκφρά ει τις λύσεις ενός γραμμικού συστήματος ως 
συνάρτηση των συντελεστών του.

ι τύποι που θα βρούμε γενικεύουν τους τύπους που ήδη έρουμε για την περίπτωση 
ενός γραμμικού συστήματος .

α προχωρήσουμε στην ανα ήτηση ενός τέτοιου τύπου που τα εργαλεία για την ανεύρε-
σή του είναι οι ορί ουσε .

Ο  22  

Έστω ο  πίνακας 
 

2 22 1

1211

αα
αα

A .

 αριθμός 122 12 2 αααα11  λέγεται ορί ουσα του πίνακα  και συμβολί εται με  || A ή με 

2 22 1

1211

αα
αα . ηλαδή,

 
122 12 211

2 22 1

1211|| αααα
αα
αα

A .

Επειδή η ορί ουσα αυτή αντιστοιχεί σε έναν  πίνακα, λέγεται ορί ουσα  τ .
ια παράδειγμα, η ορί ουσα

 του πίνακα 
 

22
13

A είναι  4262)1()2(3|| A

 του πίνακα 
 

10
01

I είναι  101|| I

 του πίνακα 
 0 0

0 0
v  είναι  | |v 0 .
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Ο  33  
 ορί ουσα ενός  πίνακα ορί εται με την βοήθεια της ορί ουσας ης τά ης ως ε ής

Έστω   πίνακας 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

α α α
A α α α

α α α

 
 =  
  

.

 αριθμός 
 

3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11 αα

αα
α

αα
αα

α
αα
αα

α +−  λέγεται ορί ουσα του πίνακα  

και συμβολί εται με || A  ή με 
 

333231

232221

131211

ααα
ααα
ααα

.

ηλαδή

 

3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11

333231

232221

131211

||
αα
αα

α
αα
αα

α
αα
αα

α
ααα
ααα
ααα

A +−== .             (

Επειδή η ορί ουσα αυτή αντιστοιχεί σε έναν  πίνακα, λέγεται ορί ουσα  τ .

ια παράδειγμα, αν 
 















 −
=

021
310
512

A , τότε

 
20)1(5)3(1)6(2

21
10

5
01
30

)1(
02
31

2|| −=−+−+−=+−−=A

 παράσταση (  με την οποία ορί εται η  || A  λέγεται αν πτυγμα τ  || A   προ  τα 
στοι εία τ  πρ τ  γραμμ .
Με εκτέλεση των πρά εων στο ανάπτυγμα αυτό έχουμε

)()()(|| 223132211323313321122332332211 αααααααααααααααA −+−−−=  

 )()()( 311232112331133311221332331221 ααααααααααααααα −−−+−−=  

 
3231

1211
23

3331

1311
22

3332

1312
21 αα

αα
α

αα
αα

α
αα
αα

α −+−=  
         

 (

 παράσταση (  λέγεται αν πτυγμα τ  || A   προ  τα στοι εία τ  δεύτερ  γραμ-
μ

μοίως, μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι ισχύει και
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2221

1211
33

2321

1311
32

2322

1312
31||

αα
αα

α
αα
αα

α
αα
αα

αA +−= ,          (

που λέγεται αν πτυγμα  || A   προ  τα στοι εία τ  τρίτ  γραμμ .

αρατηρούμε ότι σε καθένα από τα αναπτύγματα της  || A , κάθε στοιχείο α  της αντίστοι-
χης γραμμής πολλαπλασιά εται με την ορί ουσα ης τά ης του πίνακα που προκύπτει 
από τον , αν παραλείψουμε τη γραμμή και τη στήλη του στοιχείου α .  ορί ουσα αυτή 
λέγεται ελλ σ ν ορί ουσα του στοι είου i j  και συμβολί εται με M i j .

αρατηρούμε επίσης ότι κάθε όρος ενός αναπτύγματος της  || A  έχει πρόσημο  ή , ίδιο 
με το πρόσημο του ( . Το γινόμενο    M i j  λέγεται αλγεβρικό συμπλ ρ μα του 
στοι είου i j  και συμβολί εται με A i j .

ηλαδή
 

i j
ji

i j MA )1( .

Με τους συμβολισμούς αυτούς τα αναπτύγματα ( , (  και (  γράφονται

 131312121111|| AαAαAαA

 2 32 32 22 22 12 1|| AαAαAαA

 3 33 33 23 23 13 1|| AαAαAαA .

Με εκτέλεση των πρά εων προκύπτουν

 3 13 12 12 11111|| AαAαAαA

 3 23 22 22 21212|| AαAαAαA

 3 33 32 32 31313|| AαAαAαA

που είναι ανάπτυγμα της  || A  ως προς τα στοιχεία της ης, της ης και της ης στήλης 
αντιστοίχως.

την πρά η το ανάπτυγμα που χρησιμοποιούμε για τον υπολογισμό μιας ορί ουσας είναι 
ως προς τη γραμμή ή στήλη που έχει τα περισσότερα μηδενικά.

ια παράδειγμα, αν 
1 1 2
2 0 3
0 1 0

A
− 

 =  
  

, τότε

 
1)43(

02
11

0
32
21

1
30
21

0|| =−−=
−

+−
−

=A .

22-0181-02_HR.indb   65 12/12/2013   10:46:37 πμ



  Ι ΚΕΣ  ΓΡ ΜΜΙΚ  ΣΥΣΤΗΜ Τ

Ο    x   
ρίσαμε μέχρι τώρα την ορί ουσα ενός  πίνακα και με τη βοήθειά της την ορί ουσα 

ενός  πίνακα.
ρί ουμε επίσης ως ορί ουσα ενός πίνακα με ένα στοιχείο α , να είναι το ίδιο το στοι-

χείο.
ενικά, μπορούμε να ορίσουμε την ορί ουσα  τά ης  3  με τη βοήθεια του ορισμού 

της ορί ουσας   τά ης. Ένας τέτοιος ορισμός λέγεται .
υγκεκριμένα, έστω ο  πίνακας

 

ααα

ααα
ααα

A







21

22 22 1

11211

.

νομά ουμε ορί ουσα του πίνακα  και τη συμβολί ουμε με || A  ή

 

ααα

ααα
ααα







21

22 22 1

11211

τον αριθμό

AαAαAαA 1112121111|| 

όπου  i j
ji

i j MA )1( και M , η (   τά ης ορί ουσα του πίνακα που προκύπτει από τον 
, αν παραλείψουμε τη γραμμή και τη στήλη του στοιχείου α .
πως και στις ορί ουσες ης τά ης, η ορί ουσα M  λέγεται ελ σσ ν ορί ουσα του στοι-

είου i j  και το γινόμενο  i j
ji M1 )(  λέγεται αλγεβρικό συμπλ ρ μα του στοι είου i j .

 παράσταση  AαAαAα 1112121111   με την οποία ορίσαμε την || A  λέγεται, όπως 
και στις ορί ουσες ης τά ης, αν πτυγμα τ  ορί ουσα  κατ  τα στοι εία τ   
γραμμ

Αποδεικνύεται το επόμενο θεώρημα

ια οποιαδήποτε γραμμή  ή στήλη   ενός  πίνακα  ισχύει

α  iνiνiiii AαAαAαA +++= �2211||  και

β  νjνjjjjj AαAαAαA +++= �2211||
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 παράσταση (α  λέγεται αν πτυγμα τ  ορί ουσα  ως προς τα στοιχεία της i  γραμμής, 
ενώ η (β  αν πτυγμα τ  ορί ουσα  ως προς τα στοιχεία της  j  στήλης.

    Είναι φανερό ότι αν τα στοιχεία μιας γραμμής ή στήλης ενός πίνακα  είναι όλα 
μηδέν, τότε 0|| =A .

    Αν ένας πίνακας είναι τριγωνικός άνω ή κάτω, τότε αποδεικνύεται ότι η ορί ουσά του 
είναι ίση με το γινόμενο των στοιχείων της κυρίας διαγωνίου. ια παράδειγμα

 

1
3
1)3(1

3
100

30

3l n21

5 .

    Αποδεικνύεται επίσης ότι, αν δύο γραμμές (δύο στήλες  ενός πίνακα είναι ίσες ή 
ανάλογες, τότε η ορί ουσα του πίνακα είναι ίση με μηδέν.

ια παράδειγμα,
 

0

151210

963

321

,

αφού 2   1.

Ε ΡΜΟΓΗ

Να βρε ούν τα αλγεβρικ  συμπλ ρ ματα τ ν στοι εί ν τ   στ λ  τ  ορί-
ουσα  τ ν πιν κ ν

i )  
 

113
202
121

A   i i )  
αα

αα
B

2

2

συν0συν2
010

συν20μ4

και στ  συν εια να υπολογισ ούν οι || A   || B .

ΛΥΣΗ
 Έχουμε
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8)62(

13
22

)1( 21
12A

 
431

13
11

)1( 22
2 2A

 
0)22(

22
11

)1( 23
3 2A .

Επομένως, 16014082102|| 3 22 212 AAAA .

 Έχουμε  
0

συνσυν 2
00

)1( 2
21

12 αα
B

 
ααα

αα
ααB 2συνσυνημ4

συνσυν2
2συνημ4

)1( 222
2

2
22

2 2

 12συν2ημ2συν)συνημ2( 2222 ααααα

 
0

00
2συνημ4

)1(
2

23
3 2

ααB

Επομένως
 1010|| 322212 =⋅++⋅= BBBB .

Ε         
πως είδαμε στα προηγούμενα, ένα γραμμικό σύστημα μπορεί να έχει μοναδική 

λύση ή άπειρο πλήθος λύσεων ή να είναι αδύνατο. την ειδική περίπτωση που το 
σύστημα είναι , το επόμενο θεώρημα, του οποίου η απόδει η παραλείπεται, μας 
πληροφορεί πότε το σύστημα αυτό έχει μοναδική λύση και πότε έχει άπειρο πλήθος 
λύσεων ή είναι αδύνατο.

Έστω το  γραμμικό σύστημα  =  .
 Αν 0|| 0|| ≠ 0|| 0|| A 0|| , τότε το σύστημα έχει μοναδική λύση την (x 1, x 2 , , x  με

όπου D  είναι η ορί ουσα || || A ||  των συντελεστών των αγνώστων και D x , , , ,
 είναι η ορί ουσα που προκύπτει από την D  αν αντικαταστήσουμε την i  στήλη 

των συντελεστών του αγνώστου x i  με τη στήλη των σταθερών όρων.

 Αν 0|| =A , τότε το σύστημα ή είναι αδύνατο ή έχει άπειρο πλήθος λύσεων.
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Από το θεώρημα αυτό προκύπτει ότι

Το ομογενές σύστημα   v ,
 έχει μόνο τη μηδενική λύση, αν και μόνο αν 0|| 0|| ≠ 0|| 0|| A 0|| .
 έχει και μη μηδενικές λύσεις (άπειρο πλήθος , αν και μόνο αν 0|| =A .

    Ένα  γραμμικό σύστημα A X   B  με 0|| ≠A , λέγεται και σύστ μα , η δε 
επίλυση του συστήματος αυτού αναφέρεται και ως κανόνα  του .  κανό -
νας του  δεν είναι αποδοτική μέθοδος για να χρησιμοποιηθεί στη λύση συ -
στημάτων με ένα μεγάλο αριθμό ε ισώσεων, γιατί πρέπει να υπολογιστούν πολλές 
ορί ουσες μεγάλης τά ης. ι  αυτό στη συνέχεια με τον κανόνα αυτόν θα επιλύουμε 
μόνο 2 2 και 3 3 γραμμικά συστήματα.

ς προς τους αριθμητικούς υπολογισμούς η μέθοδος επίλυσης συστήματος με τον 
αλγόριθμο του  υπερτερεί του κανόνα του . μως, ο κανόνας του 

 είναι ιδιαίτερα χρήσιμος σε θεωρητικά ητήματα.

    ια την επίλυση ενός  γραμμικού συστήματος A X   B  με 0|| =A  εργα όμαστε 
συνήθως με τη μέθοδο απαλοιφής του .

    Αν ένα  γραμμικό σύστημα είναι ομογενές, τότε D x 1  D x 2   D x   0, αφού 
όλες οι ορί ουσες έχουν μια μηδενική στήλη.

Ε ΡΜΟΓΕΣ

1.  Να λυ εί το σύστ μα 
 

252
12
1

ω
ω
ω

x
x
x

y
y

ΛΥΣΗ

Έχουμε 
 

04
521
112
101

≠D , 
 

7
522
111
101

D x

 
7

2 51
112
11 1

−

−

− ==Dy και

 

 
3

221
112
101

D .
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Επομένως, σύμφωνα με τον κανόνα του , είναι

 
4
7

D
D xx , , 

4
7

D
D xy  

4
3

D
D, ,

δηλαδή το σύστημα έχει τη μοναδική λύση
 

4
3,

4
7,

4
7 .

2. Να λυ εί το σύστ μα .

ΛΥΣΗ
Έχουμε

.

ι τιμές της παραμέτρου  που μηδενί ουν την ορί ουσα )1) (1(D  είναι οι 0, 
, .
 ια 0≠  και 1≠  και 1≠  είναι 0≠D  και επομένως
 

D
D xx 1

)1) (1(
)1) (1(

,  
 

D
D yy 1   και  

 
D

D 1

δηλαδή το σύστημα έχει τη μοναδική λύση 
 1,1,1 .

 ια   0, το σύστημα γίνεται 
 

1
1
1

yx
x

y
. Αν προσθέσουμε κατά μέλη

 
)1) (1()1(1)1(1)1(

11
11
11

2D

 
)1) (1()1(1)1(1)1(

11
11
111

2D x

 
)1) (1()11(1)1()1(

11
111
11

D y

 
)1 .) (1()1(1)11()1(

111
11
11

D
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τις δύο τελευταίες ε ισώσεις βρίσκουμε το σύστημα
 

2
1
1

y
x
y

, το οποίο προφανώς 
είναι αδύνατο.
 ια   , το σύστημα γίνεται

 

1
1

1
1
1

yx
yx

yx
yx
yx

 
22
1

y
yx

 
1y

x .

Επομένως, το σύστημα έχει άπειρες λύσεις της μορφής ( , , , R.

 ια  =  , το σύστημα γίνεται

1
1

1
1
1

yx
yx

yx
yx
yx

 

22
1yx

 

1
0yx

  

1
yx

.  

Επομένως, το σύστημα έχει άπειρες λύσεις της μορφής (y , , , y R.

3. Να λυ εί το ομογεν  σύστ μα 
 

0
0 .
0

λω
ωλ
ω

x
x

y
y

y
ΛΥΣΗ
Έχουμε 

 
)2()1()1()1()1(

11
11
11

22 .D

προσθέσαμε κατά
μέλη τις ε ισώσεις( )

προσθέσαμε κατά
μέλη τις ε ισώσεις( )
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ι τιμές της παραμέτρου  που μηδενί ουν την ορί ουσα  είναι οι  και .
 ια  1≠  και 2≠  είναι 0≠D  και επομένως το σύστημα έχει μοναδική λύση τη 

μηδενική (0, 0, 0 .

 ια    το σύστημα γίνεται 
 

⇔








=++
=+ +
=+ +

= 0
0
0
0ωyx

++ ωyxωyx
ωyx

και έχει άπειρες λύσεις της μορφής  ( , , ) , ,y y y R .

 ια  =   το σύστημα γίνεται
 

02
02
02

yx
yx
yx

033
033
02

x
yx
yx

 
δύοάλλεςτιςαπό

ε ίσωσηπρώτητηναφαιρέσαμε
 

x
xy

.  

Άρα, το σύστημα έχει άπειρες λύσεις της μορφής (x , x , x , x R

ΣΚΗΣΕΙΣ

 

    α υπολογίσετε τις ορί ουσες

    α λύσετε τις ε ισώσεις

i )  0
10

12
111

x
x

x
    i i )  0

33
1

11

x
xx

x
 

  i )  
5 000

320
053 0

,     i i )  
8
100
51

3

2

ee

e
,     i i i )  

θθ

θθ

ημ2συν
010

συν2ημ
 

i v )  
0
0
111

22 βα
βα ,      v )  

2l o g01
5l o g01

111
,     v i )  

ee

e

0
111
10

2

.  
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i i i )  0
1

3
21

xx
xx

x
       i v )  0

11ημ
11ημ
111

2 x
x .  

    α λύσετε τα συστήματα

 i i )  
366

11644
11443

yx
yx
yx

 

i i i )  
07
0
0432

zyx
zyx
zyx

  i v )  
2συν2ημ3
1συνημ2

xx
xx

,  )2,0[ πx .  

 
73
425

yx
yx

    α βρείτε τις τιμές του R για τις οποίες τα παρακάτω συστήματα έχουν και 
μη μηδενικές λύσεις.

i )  i i )  
 

0)1(3
0
0)2(

yx
yx
yx  

0

0

yx
0 .x

y

 
   α λύσετε για τις διάφορες τιμές των R τα συστήματα

 

i )  
222

1
1

yx
yx
yx

  i i )  
133

1
1

yx
yx
yx

.  

   α λύσετε το σύστημα
 

0
2

0)(

yx
.yx

yx

   α βρείτε τη σχετική θέση των ευθειών

 i i )  
53:
152:
52:

3

2

1

yx
yx
yx

 

i i i )  

i )  

1:
324:
02:

3

2

1

yx
yx
yx

       i v )  
562:
03:
193:

3

2

1

yx
yx
yx

.  

 

523:
12:
12:

3

2

1

yx
yx
yx
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   εωρούμε την ε ίσωση α   β  γ  0, 0≠α  και το σύστημα 

 

02
02
0

βyx
αyβx

zyx
.

    α αποδεί ετε ότι αν η ε ίσωση έχει δύο ρί ες άνισες, τότε το σύστημα έχει 
μοναδική λύση. α ε ετάσετε αν ισχύει το αντίστροφο.

 Αν η ε ίσωση έχει μια διπλή ρί α, να ε ετάσετε πόσες λύσεις έχει το σύστημα.

    Αν για τους α, β, R υπάρχουν x , R, που δεν είναι όλοι μηδέν, τέτοιοι 
ώστε να ισχύει

βyx   xαy  αyβxα

να αποδεί ετε ότι
12222 αββα .

   α λύσετε τα συστήματα
 

12
1 ,)1(
1)1(

yx
yx
yx

   R,      
 

0
0 .5
02

yx
yx
yx

7.    ίνεται ο πίνακας
 

21
32

A .

    α βρείτε τις τιμές του R για τις οποίες υπάρχει μη μηδενικός πίνακας 

y
x

X τέτοιος, ώστε    ( .

   ια τις τιμές του  που θα βρείτε να λύσετε την ε ίσωση ( .

 
1.    ίνεται ο πίνακας

xx
xx

xA
συνημ
ημσυν

)( .

 ΓΕ ΙΚΕΣ ΣΚΗΣΕΙΣ
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α αποδεί ετε ότι
   )()()( yxAyAxA

   )() ]([ 1 xAxA

  )() ]([ xAxA για κάθε ν *∈� .

2.    ίνεται ο πίνακας
 

000
100
010

M .
 

  α αποδεί ετε ότι  = v  και γενικά = v  για κάθε  3 .

  Αν  αMαMA 2  και  αMMααB 2)1( , α R, τότε να βρείτε το 
γινόμενο  και να αποδεί ετε ότι B  A .

3.    Αν 
 

10
01

I και 
 

01
10

J τότε να αποδεί ετε ότι
  
    J  I

   Το άθροισμα και το γινόμενο πινάκων της μορφής α  β , όπου α, β πραγ-
ματικοί αριθμοί είναι επίσης πίνακες της ίδιας μορφής.
  πίνακας α  β  έχει αντίστροφο, αν και μόνο αν  022 ≠βα .

 
    α αποδεί ετε ότι η συμμετρία ως προς ά ονα 
την ευθεία  του διπλανού σχήματος είναι γραμ-
μικός μετασχηματισμός με πίνακα

 
A

2συν2ημ
2ημ2συν

.

Μπορείτε από τον πίνακα  να βρείτε τους πίνα-
κες των συμμετριών ως προς τον ά ονα x x , τον 
ά ονα y y , την ευθεία y  =  x  και την ευθεία y  =  x ;

    Έστω ο γραμμικός μετασχηματισμός

 
y
xβα

y
x

T : , με 0≠
βα

.
  

   α αποδεί ετε ότι ο  είναι συνάρτηση .
  α βρείτε τον αντίστροφο του μετασχηματισμού .
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  α βρείτε τους αντίστροφους μετασχηματισμούς των συμμετριών της στρο-
φής και της ομοιοθεσίας.

6.     α λύσετε το σύστημα

  

 

0
0
0

22 yβxα
βyαx

zyx
, α β R * .

7.    α λύσετε για τις διάφορες τιμές του α 0, π  το σύστημα

 

0)συν()ημ(
0 .)συν()ημ(
0

22 yαxα
yαxα
yx

   α βρείτε για τις διάφορες τιμές του R  τις σχετικές θέσεις των ευθειών

:1 yx  yx:2  1.:3 yx1,

   α λύσετε το σύστημα

 

0
0
0)1(

y
y
yx

,    R .

    Έστω ο πίνακας
 

1
3
α

α
A . Αν υπάρχουν μη μηδενικός πίνακας 

 
y
x

X   
 
και πραγματικός αριθμός  τέτοιοι, ώστε να ισχύει A X   , να αποδεί ετε ότι 
 22 α .

1 1 .     α λύσετε το σύστημα
 

232
4532

yx
yx ,            R .

  α βρείτε τις τιμές του  για τις οποίες οι ε ισώσεις

0)45(32 2 tt

 0)23(22 tt

έχουν κοινή ρί α. οια είναι η κοινή ρί α σε κάθε μια περίπτωση
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ Κ Τ ΟΗΣΗΣ

 
ε κα εμι  από τι  παρακ τ  περιπτ σει  να κυκλ σετε το γρ μμα  αν ο 

ισ υρισμό  είναι αλ  και το γρ μμα  αν ο ισ υρισμό  είναι ευδ  αιτι-
ολογ ντα  συγ ρόν  τ ν απ ντ σ  σα

      Αν 2( 1)22 v, R, τότε  v.  Α 

      Αν (    v, R, τότε κατ  ανάγκη είναι  v.   Α 

      Αν (    (   v, R, τότε A   B .  Α 

      Αν A B   I , όπου A , B  τετραγωνικοί πίνακες, τότε οι A , B  
είναι αντιστρέψιμοι πίνακες.   Α 

      Αν A B   I , όπου A , B  τετραγωνικοί πίνακες, τότε B A   I .  Α 

      Αν (    v τότε κατ  ανάγκη θα είναι A   I .  Α 

      Αν A   I  τότε κατ  ανάγκη θα είναι 

  I    ή   A  =  I .  Α 

      Αν A   v τότε ο  δεν είναι αντιστρέψιμος.  Α 

      σχύει πάντοτε (   A .  Α 

    Αν A X   B X , τότε κατ  ανάγκη θα είναι A   B .  Α 

     αντίστροφος του πίνακα 
32
21  είναι ο πίνακας

12
23 .  Α 

    Τα συστήματα

153
032
02

zyx
zyx
zyx

και
12

0
0

zy
zy
zyx

είναι ισοδύναμα. Α 

    Αν ένα γραμμικό σύστημα έχει δυο διαφορετικές λύσεις, 
τότε θα έχει άπειρες λύσεις.  Α 
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   Ένα ομογενές σύστημα μπορεί να είναι αδύνατο. Α 

   Το σύστημα 
0
0)1(

yyyx
yxxx

 

έχει και μη μηδενικές λύσεις. Α 

   Αν η ε ίσωση α   β    =  0, με 0≠α , είναι αδύνατη στο R, τότε το σύστημα

βyβ yβ yxα xα x
αyyyxβ xβ x

2
2  έχει μοναδική λύση. Α 

 

   Το σύστημα 
yxxx
yyyx
yx

2
0

, ≠ , είναι αδύνατο.  Α 

   Έστω (  ένα  γραμμικό σύστημα.

  Αν 0|||||| zy DDD x , τότε το σύστημα είναι ομογενές. Α 

 Αν 0)1( 222
zy D 2D 2DD 2D 2

x , τότε το σύστημα είναι ομογενές. Α 

.

Να κυκλ σετε τ  σ στ  απ ντ σ  σε κα εμι  από τι  παρακ τ  περιπτ σει

    πίνακας 
330

044
2

2

22

22
 είναι ο μοναδιαίος, αν

Α    ,                      0,                      ,                      .

    Έστω  ένας  πίνακας. Αν υπάρχει πίνακας  τέτοιος, ώστε   , τότε 
ο  είναι τύπου
Α  ,                     ,                     ,                    .

    Έστω  ένας αντιστρέψιμος πίνακας και ≠ 0.  αντίστροφος του πίνακα  
είναι ο πίνακας

Α  A1 ,                    1AAA ,                    11 A ,                  .
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   Το σύστημα
1

1
yyyx
yxxx

 είναι αδύνατο, αν

Α    0,                     ,                      =  ,                  ≠ 0, , .

   ι ευθείες

2 1, 2 2 2, 2, 2 2.x y2 1x y2 1 x yx yx yx yx yx y x y, 2x y, 2, 2x y, 2, 2x y, 2, 2x y, 2, 2x y, 2, 2x y, 22 1+ =2 12 1x y2 1+ =2 1x y2 1 + =+ =2 2+ =2 2x y+ =x yx y+ =x yx y+ =x yx y+ =x y2 2x y2 2+ =2 2x y2 2 + =, 2+ =, 2, 2+ =, 2x y+ =x y, 2x y, 2+ =, 2x y, 2, 2x y, 2+ =, 2x y, 2, 2x y, 2+ =, 2x y, 2, 2x y, 2+ =, 2x y, 2
Α  ερνούν από το ίδιο σημείο.

 χηματί ουν τρίγωνο.
 Είναι παράλληλες ανά δύο.
 ι δύο είναι παράλληλες και η τρίτη τις τέμνει.

Ε  ι δύο συμπίπτουν και η τρίτη τις τέμνει.

Να αντιστοι ίσετε κ ε μετασ ματισμό τ  πρ τ  στ λ  στον πίνακ  του 
τ  δεύτερ  στ λ

  Ν

1.    τροφή κατά γωνία 9 0  και στη συνέχεια 
συμμετρία ως προς την ευθεία y  =  x .

2.   υμμετρία ως προς τον ά ονα x x  και 
στη συνέχεια συμμετρία ως προς την 
ευθεία y  =  x .

3.   υμμετρία ως προς την αρχή των α ό-
νων και στη συνέχεια συμμετρία ως 
προς την ευθεία y  =  x .

α .

β.

γ.

δ.

ε.
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ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜ

Ο        3   

Το επόμενο πρόβλημα προέρχεται από μια αρχαία κινε ική συλλογή προβλημά-
των με τίτλο Εννέα κεφάλαια στη μαθηματική τέχνη .  λύση που δίνεται εκεί 
συμπίπτει ουσιαστικά με τη σύγχρονη μέθοδο του επαυ ημένου πίνακα  και των 
γραμμοπρά εων . 

α α α α α ρ α α
α α d ρ .

α α α ρ α α α
d ρ .

α α ρ α α α α
d ρ .
α βρ θ π ρ α απ θ

Το πρόβλημα αυτό ανάγεται σήμερα στην επίλυση ενός γραμμικού συστήματος 
τριών ε ισώσεων με τρεις αγνώστους x , y , z

2 632
3 4 .32
3 923

zyx
zyx
zyx

το αρχαίο κείμενο, στο οποίο δεν υπάρχουν καθόλου σύμβολα, δίνονται οδηγίες 
για την τοποθέτηση των αριθμών στις κατακόρυφες στήλες ενός άβακα σύμφωνα 
με τον ε ής τρόπο

3 93 42 6
113
232
321

 παραπάνω διάτα η μετασχηματί εται στη συνέχεια ως ε ής
 η στήλη πολλαπλασιά εται επί  και κατόπιν αφαιρείται απ  αυτήν  φορές η η 

στήλη, με αποτέλεσμα

3 92 42 6
113
252
31
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ατόπιν η η στήλη πολλαπλασιά εται επί  και απ  αυτήν αφαιρείται η η στήλη, 
με αποτέλεσμα

3 92 43 9
118
254
3

Τέλος, η η στήλη πολλαπλασιά εται επί  και απ  αυτήν αφαιρείται  φορές η η 
στήλη, με αποτέλεσμα

3 92 49 9
113 6
25
3

Το αρχικό σύστημα έχει λοιπόν μετασχηματιστεί στο

9 93 6
2 45
3 923

z
zy
zyx

από το οποίο υπολογί εται αμέσως ο z  και με διαδοχικές αντικαταστάσεις, οι x , y . 
το αρχαίο κείμενο, με μια ανάλογη διαδικασία που εκτελείται πάνω στον άβακα, 

προσδιορί εται η λύση του προβλήματος

 δεμάτι της κακής συγκομιδής δίνει 
4
32  σιτάρι

 δεμάτι της μέτριας συγκομιδής δίνει 
4
14  σιτάρι

 δεμάτι της καλής συγκομιδής δίνει 
4
19  σιτάρι.

το έργο Αριθμητικά , του Έλληνα μαθηματικού της Αλε ανδρινής περιόδου 
ιόφαντου, υπάρχουν πολλά προβλήματα που ανάγονται στην επίλυση γραμμικών 

συστημάτων. το επόμενο, που είναι το πρόβλημα  του πρώτου βιβλίου, ο τρό-
πος επίλυσης βρίσκεται πολύ κοντά προς το σύγχρονο αλγεβρικό τρόπο σκέψης
Ε ρ αρα αρ θ π ρ α βα π π ρ π
α θ αρ θ α βρ θ αρ θ α βα α ρ α
π ρ α θ α αρ θ .

 ιόφαντος παρουσιά ει τη λύση του προβλήματος μέσα από μια ειδική περίπτω-
ση (που γενικεύεται άμεσα . Έστω, γράφει, ότι οι α, β,  επερνούν τον  κατά 0, 
οι β, ,  επερνούν τον α κατά 0, οι , , α επερνούν τον β κατά 0 και οι , α, β 
επερνούν τον  κατά 0. Το πρόβλημα, όπως είναι φανερό, ανάγεται στην επίλυση 

του γραμμικού συστήματος
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5 0
4 0
3 0
2 0

 ιόφαντος, ο οποίος δε χρησιμοποιεί ειδικά σύμβολα για την πρόσθεση και την 
ισότητα, λύνει το πρόβλημα με την εισαγωγή ενός βοηθητικού αγνώστου, που εκ-
φρά ει το άθροισμα των  ητούμενων αριθμών.  μέθοδός του, με σύγχρονο συμ-
βολισμό, συνοψί εται ως ε ής
Αν α  β   = x , τότε από την α  β   =    0 έχουμε α  β    0
ή x  =   0 ή  =   0. μοια, από τις άλλες ε ισώσεις παίρνουμε α =  , 
β =  0  και   =  . Από τις  τελευταίες ισότητες, με πρόσθεση παίρνουμε 
α  β   =  0 ή =  0 ή =  και άρα οι ητούμενοι αριθμοί είναι

α =      0,   β =    0  ,    =      0,    =    0  

Η       

 . . , σε μια επιστολή του προς τον   στις , πρότεινε 
μια μέθοδο χρησιμοποίησης των αριθμών για την έκφραση γενικών σχέσεων, όπως 
ακριβώς γίνεται με τη χρήση των γραμμάτων. ς παράδειγμα έδωσε ένα γραμμικό 
σύστημα  ε ισώσεων με  αγνώστους, γραμμένο στη μορφή

    
03 23 13 0
02 22 12 0
0121110

yx
yx
yx

     (  

ι συντελεστές του συστήματος δεν εκφρά ουν εδώ αριθμούς αλλά λειτουργούν 
όπως και οι διπλοί δείκτες που χρησιμοποιούνται σήμερα για την παράσταση των 
στοιχείων ενός πίνακα. Αυτοί οι ψευδοαριθμοί  (όπως τους αποκαλεί ο  
δείχνουν με το πρώτο ψηφίο τους την ε ίσωση στην οποία βρίσκονται και με το 
δεύτερο, το γράμμα στο οποίο ανήκουν. ρησιμοποιώντας τη μέθοδο των αντίθε-
των συντελεστών, ο  απαλείφει τον άγνωστο y , αρχικά από την η και η 
ε ίσωση και κατόπιν από την η και η. Έτσι προκύπτουν οι ε ισώσεις

03 1.123 0.123 2.113 2.10
02 1.122 0.122 2.112 2.10

xx
xx

τη συνέχεια απαλείφει το x  από τις δυο τελευταίες ε ισώσεις (λύνοντας καθεμιά 
ως προς x  και ε ισώνοντας τα αποτελέσματα  και φτάνει στην ισότητα

3 0.2 1.123 2.2 0.113 1.2 2.103 1.2 0.123 0.2 2.113 2.2 1.10
ή

03 0.2 1.123 2.2 0.113 1.2 2.103 1.2 0.123 0.2 2.113 2.2 1.10 .

22-0181-02_HR.indb   82 12/12/2013   10:46:51 πμ



 Ι ΚΕΣ  ΓΡ ΜΜΙΚ  ΣΥΣΤΗΜ Τ  

ηλαδή σ  αυτό που σήμερα αποτελεί την αναγκαία συνθήκη για να έχει λύση το 
σύστημα (  (ο μηδενισμός της ορί ουσας του επαυ ημένου πίνακα του συστήμα-
τος .
Το προηγούμενο αποτέλεσμα του  έχει κυρίως τη σημασία της απαλεί ου -
σα  ενός γραμμικού συστήματος, δηλαδή της σχέσης μετα ύ των συντελεστών η 
οποία προκύπτει όταν γίνεται απαλοιφή όλων των αγνώστων. την ίδια επιστολή 
ο  δίνει και ένα γενικό κανόνα για τον υπολογισμό της απαλείφουσας ενός 
οποιουδήποτε γραμμικού συστήματος, που έχει επαρκή αριθμό ε ισώσεων για την 
απαλοιφή όλων των αγνώστων.

Ο        

 χρησιμοποίηση των ορι ουσών για την επίλυση γραμμικών συστημάτων έγινε 
πρώτη φορά από τον .  το , αλλά η μέθοδος αυτή έμεινε γνωστή με 
το όνομα του . , ο οποίος την παρουσίασε στο βιβλίο του Εισαγωγή στην 
ανάλυση των αλγεβρικών καμπύλων γραμμών  ( 0 . έλοντας να προσδιορίσει 
μια καμπύλη που διέρχεται από  γνωστά σημεία και έχει ε ίσωση της μορφής

022 xE xE xE yx yxD yD yDC xC xCB yB yBA

ο  καταλήγει σ  ένα γραμμικό σύστημα  ε ισώσεων με αγνώστους τα A , 
B , C , , . ια να λύσει αυτό το σύστημα, περιγράφει μια μέθοδο υπολογισμού 
των αγνώστων με κατασκευή κλασμάτων, των οποίων ο κοινός παρονομαστής και 
οι αριθμητές προσδιορί ονται από τους συντελεστές του συστήματος σύμφωνα με 
γενικούς κανόνες. Αυτή είναι ουσιαστικά η σημερινή μέθοδος των ορι ουσών αλλά 
ο  δε χρησιμοποιεί κάποιο ειδικό όνομα ή σύμβολο για την έννοια της ορί-
ουσας.
 λατινικός όρος  (ορί ουσα  χρησιμοποιήθηκε για πρώτη φορά 

από τον . .  το 0  αλλά όχι με τη σημερινή σημασία.
 πρώτη συστηματική διαπραγμάτευση της θεωρίας των ορι ουσών έγινε από τον 
. .  σε μια εργασία του που δημοσιεύτηκε το .  λέ η ορί ουσα  

χρησιμοποιείται εκεί με τη σημερινή σημασία ενώ εισάγεται και η τετραγωνική 
διάτα η των στοιχείων της με τη βοήθεια των διπλών δεικτών

n nn

n

n

n

a







2

22 2

112

1

2 1

11

(οι  κάθετες γραμμές για το συμβολισμό μιας ορί ουσας, χρησιμοποιήθηκαν για 
πρώτη φορά από τον .  το .

ε αντίθεση από τη σημερινή λογική σειρά παρουσίασης, η έννοια του πίνακα 
υπήρ ε, ιστορικά, μεταγενέστερη από την έννοια της ορί ουσας.
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Το γεγονός ότι η ορί ουσα δεν είναι μόνο ένας αριθμός αλλά συσχετί ει αυτόν τον 
αριθμό με μια τετραγωνική διάτα η στοιχείων, οδήγησε βαθμιαία στη μελέτη αυ-
τής της ίδιας της διάτα ης, ανε άρτητα από την τιμή της ορί ουσας.  όρος  
(μήτρα, καλούπι , που σήμερα χρησιμοποιείται διεθνώς για την έννοια του πίνακα, 
πρωτοεμφανίστηκε σε μια εργασία του . .  το 0, για να διαχωριστεί η 
έννοια της ορί ουσας από την τετραγωνική διάτα η των στοιχείων που την παρά-
γει. Το  ο Α.  εισήγαγε για πρώτη φορά τους πίνακες στη μελέτη των 
γραμμικών μετασχηματισμών, ενώ το  στην εργασία του Μια πραγματεία στη 
θεωρία των μητρών , ανέπτυ ε συστηματικά όλη τη βασική θεωρία. πως γράφει 
ο , στην ιδέα του πίνακα έφτασε τόσο από την έννοια της ορί ουσας όσο 
και από την ανάγκη ενός βολικού τρόπου έκφρασης των ε ισώσεων b yb ybxx xx , 

d yd ydc xc xcy  ενός μετασχηματισμού, ο οποίος απεικονί ει το σημείο (x , y  στο ση-
μείο (x , y . ς ένα τέτοιο τρόπο έκφρασης, ο  εισάγει τον πίνακα

 
dc
b

και με βάση τις ιδιότητες των μετασχηματισμών ορί ει τις πρά εις των πινάκων και 
προσδιορί ει τις ιδιότητές τους. .χ., αν τον προηγούμενο μετασχηματισμό από 
το (x , y  στο (x , y  ακολουθήσει ένας νέος μετασχηματισμός από το (x , y  στο 
(x ' ' , y ' '  και με ε ισώσεις yh yh yxg xg xyyf yf yxe xe xx ,  τότε, όπως εύκολα μπορεί 
να αποδειχθεί, ισχύει

yf df dfe bxf cf cfex )()(

yh dg bxh cgy )()( .

Έτσι ο  ορί ει τον πολλαπλασιασμό πινάκων, με βάση το πρότυπο της δια-
δοχικής εκτέλεσης των δυο μετασχηματισμών, ως ε ής

h dg bh cg
f df dfe bf cf cfe

dc
b

hg
fe .

την ίδια εργασία επισημαίνει επίσης ότι αυτός ο πολλαπλασιασμός είναι μια πρά-
η μ  αντιμετα ετικ  καθώς και το γεγονός ότι υπάρχουν μη μηδενικοί πίνακες 

που έχουν ως γινόμενο το μηδενικό πίνακα.
 λογισμός των πινάκων αναπτύχθηκε τα επόμενα χρόνια σε μια αυτοτελή μαθη-

ματική θεωρία, που αποτελεί μέρος ενός ευρύτερου κλάδου των Μαθηματικών, 
της ραμμικής Άλγεβρας. Το , ο .  (βραβείο όμπελ υσικής 

 χρησιμοποίησε τη θεωρία των πινάκων για να εκφράσει τα μη αντιμεταθε-
τικά Μαθηματικά που περιγράφουν τα φαινόμενα της κβαντικής μηχανικής, ενώ 
αργότερα η χρήση των πινάκων επεκτάθηκε και σε άλλες επιστήμες.
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Ε

 δημιουργία των μιγαδικών αριθμών οφείλεται στην προσπάθεια επίλυσης των ε ισώ  
 
σεων ου βαθμού. Αν στην  023 xxβa x  θέσουμε

 
a
βyx

3
 και εκτελέσουμε  

 
τις πρά εις, τότε προκύπτει μια ε ίσωση της μορφής qp xx 3 . τις αρχές του ου αι-
ώνα οι ταλοί αλγεβριστές .   και .  ανακάλυψαν μια μέθοδο επίλυσης 
τέτοιων ε ισώσεων, που με σημερινό συμβολισμό ισοδυναμεί με τον τύπο

33

22
DqDqx , όπου 

 22

32
pqD .

την περίπτωση που η διακρίνουσα   είναι θετική, ο τύπος αυτός δίνει αμέσως μια 
ρί α της ε ίσωσης. ια παράδειγμα, στην x   x    είναι    και ο τύπος δίνει x  
=  , που είναι η μοναδική πραγματική ρί α. ιαπιστώθηκε, όμως, τότε ένα φαινόμενο τε-
λείως διαφορετικό από την περίπτωση των ε ισώσεων ου βαθμού  πάρχουν ε ισώσεις 
με πραγματικές ρί ες, όπως, για παράδειγμα, η x  =  x   , που έχει μια προφανή ρί α 
το  (οι άλλες δύο είναι οι  32  ,  32 , αλλά η διακρίνουσα  είναι αρνητική   
τύπος στη συγκεκριμένη περίπτωση δίνει

               33 12 1212 12x .                          (
πως είναι φανερό, οι μαθηματικοί βρέθηκαν, εδώ, μπροστά σε ένα δίλημμα  ή θα έπρεπε 

να εγκαταλείψουν τη μέθοδο των  ως γενική μέθοδο επίλυσης ε ισώσεων 
ου βαθμού ή να δεχτούν ότι ένας συγκεκριμένος αριθμός, όπως το , μπορεί να εκφρα-

στεί με παραστάσεις που περιέχουν τετραγωνικές ρί ες αρνητικών αριθμών.  δεύτερη 
άποψη φαινόταν αδιανόητη αλλά αυτό δεν εμπόδισε την εφαρμογή των αλγεβρικών πρά-
εων σε τέτοιες παραστάσεις. τα μέσα του ου αιώνα ο . , κάνοντας τολ-

ΜΙΓ ΙΚΟΙ ΡΙ ΜΟΙ

(     κεφάλαιο αυτό έχει ληφθεί από το βιβλίο  Μαθηματικά  Τά ης Ενιαίου υκείου ετικής 
ατεύθυνσης  των  Αδαμόπουλου ., ισκαδουράκη ., αβαλά ., ολύ ου . και βέρκου Α.
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μηρές υποθέσεις, βρήκε ότι ισχύει  12 1212
3

 και  12 1212
3

. 
Αντικαθιστώντας αυτές τις ισότητες στην (  προκύπτει αμέσως ότι x  =  , δηλαδή το αδι-
ανόητο γίνεται πραγματικότητα  ι αριθμοί της μορφής α  β  με  1i , που ονομά-
στηκαν αρχικά φανταστικοί και αργότερα μιγαδικοί, έγιναν από τότε αναπόσπαστο εργα-
λείο των Μαθηματικών και των εφαρμογών τους στις άλλες επιστήμες.  . , 
ο οποίος το  απέδει ε με χρήση της μιγαδικής ανάλυσης το θεώρημα των πρώτων 
αριθμών , έγραψε ότι

ρ ρ α α α θ π πρα α π ρ
α απ π α

Τ  Σ  C  Μ  
νωρί ουμε ότι η δευτεροβάθμια ε ίσωση με αρνητική διακρίνουσα δεν έχει λύση στο 

σύνολο R των πραγματικών αριθμών. Ειδικότερα η ε ίσωση x  =   δεν έχει λύση στο 
σύνολο R των πραγματικών αριθμών, αφού το τετράγωνο κάθε πραγματικού αριθμού 
είναι μη αρνητικός αριθμός. ια να επεράσουμε την αδυναμία  αυτή, διευρύνουμε το 
σύνολο R σε ένα σύνολο c, το οποίο να έχει τις ίδιες πρά εις με το R, τις ίδιες ιδιότητες 
των πρά εων αυτών και στο οποίο να υπάρχει μία τουλάχιστον ρί α της ε ίσωσης x  =  , 
δηλαδή ένα στοιχείο , τέτοιο, ώστε  =  . ύμφωνα με τις παραδοχές αυτές το διευρυ-
μένο σύνολο c θα έχει ως στοιχεία

 λους τους πραγματικούς αριθμούς

 λα τα στοιχεία της μορφής β , που είναι γινόμενα των στοιχείων του R με το  και

 λα τα αθροίσματα της μορφής α  β , με α και β πραγματικούς αριθμούς.

Τα στοιχεία του c λέγονται μιγαδικοί αρι μοί και το c σύνολο τ ν μιγαδικ ν αρι -
μ ν. Επομένως

Το σύνολο ccc των μιγαδικών αριθμών είναι ένα υπερσύνολο του συνόλου R των 
πραγματικών αριθμών, στο οποίο

    Επεκτείνονται οι πρά εις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού έτσι, ώστε 
να έχουν τις ίδιες ιδιότητες όπως και στο R, με το μηδέν (0  να είναι το ουδέτερο 
στοιχείο της πρόσθεσης και το ένα (  το ουδέτερο στοιχείο του πολλαπλασι-
ασμού,

    πάρχει ένα στοιχείο i  τέτοιο, ώστε  2 =  ,

    άθε στοιχείο z  του ccc γράφεται κατά μοναδικό τρόπο με τη μορφή z  =  α  β  
όπου α, β R.
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 έκφραση α  β , α, β R είναι ακριβώς ό,τι λέμε μιγαδικό αρι μό. Είναι η σύνθεση 
δύο αριθμών, του πραγματικού α και του β , τον οποίο ονομά ουμε ανταστικό αρι μό. 

 α λέγεται πραγματικό μ ρο  του z  και σημειώνεται z , ενώ ο β λέγεται ανταστι-
κό μ ρο  του z  και σημειώνεται z . Επιπλέον, στο C κάθε πραγματικός αριθμός α 
εκφρά εται ως α  0 , ενώ κάθε φανταστικός αριθμός β , εκφρά εται ως 0  β . 

τη συνέχεια, όταν λέμε ο μιγαδικός z  = α  β , εννοούμε ότι οι α και β είναι πραγματικοί 
αριθμοί και το γεγονός αυτό δε θα τονί εται ιδιαίτερα.

Ι  Μ  
Επειδή κάθε μιγαδικός αριθμός z  γράφεται με μοναδικό τρόπο στη μορφή α  β , δύο 
μιγαδικοί αριθμοί α  β  και    είναι ίσοι, αν και μόνο αν α =   και β =  . 

ηλαδή ισχύει  

iiβα α και β .

Επομένως, επειδή 0  0  0 , έχουμε 

0iβα 0α και 0β .

Μετά τον ορισμό της ισότητας μιγαδικών αριθμών δημιουργείται το ερώτημα αν δια-
τάσσονται οι μιγαδικοί αριθμοί. νωρί ουμε ότι, κατά την επέκταση από το  στο , 
οι πρά εις, η διάτα η και οι ιδιότητες αυτών οι οποίες ισχύουν στο , μεταφέρονται και 
στο . Τα ίδια συμβαίνουν και για τις επεκτάσεις από το  στο Q και από το Q στο R. 

την επέκταση, όμως, από το R στο c, ενώ οι πρά εις και οι ιδιότητες αυτών που ισχύουν 
στο R ε ακολουθούν να ισχύουν και στο c, εν τούτοις η διάτα η και οι ιδιότητές της δε 
μεταφέρονται.

Γ   Μ
άθε μιγαδικό αριθμό α  β  μπορούμε να τον αντι-

στοιχίσουμε στο σημείο M (α,β  ενός καρτεσιανού 
επιπέδου. Αλλά και α ρ , κάθε σημείο M (α, 
β  του καρτεσιανού αυτού επιπέδου μπορούμε να το 
αντιστοιχίσουμε στο μιγαδικό α  β . Το σημείο  
λέγεται εικόνα του μιγαδικού α  β . Αν θέσουμε =

 β , τότε το σημείο M (α,β  μπορούμε να το συμβο-
λί ουμε και με (z .
Ένα καρτεσιανό επίπεδο του οποίου τα σημεία είναι 
εικόνες μιγαδικών αριθμών θα αναφέρεται ως μιγα-
δικό επίπεδο.  ά ονας x x  λέγεται πραγματικό  

ονα , αφού ανήκουν σε αυτόν τα σημεία M (α,0  που είναι εικόνες των πραγματικών 
αριθμών α = α  0 , ενώ ο ά ονας y y  λέγεται ανταστικό  ά ονας, αφού ανήκουν σε 
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αυτόν τα σημεία (0, β  που είναι εικόνες των φανταστικών β =  0  β  
Ένας μιγαδικός z =  β  παριστάνεται επίσης και με τη διανυσματική ακτίνα,  O M , του 
σημείου M (α, β .

   Ρ ΕΙΣ ΣΤΟ ΣΥ ΟΛΟ C  ΤΩ  ΜΙΓ ΙΚΩ

ύμφωνα με τον ορισμό του c, η πρόσθεση και ο πολλαπλασιασμός δύο μιγαδικών αριθ-
μών γίνονται όπως ακριβώς και οι αντίστοιχες πρά εις με διώνυμα α  β  στο R, όπου 
βέβαια αντί για x  έχουμε το . Έτσι

  ια την πρόσ εσ  δύο μιγαδικών αριθμών α  β  και    έχουμε

 δβγαδγβα )()()()( i ii .

ια παράδειγμα, iiii 28)64()53()65()43( .

  ια την α αίρεσ  του μιγαδικού αριθμού    από τον α  β , επειδή ο αντίθετος του 
μιγαδικού    είναι ο μιγαδικός  , έχουμε

iβαiiβαiiβα )()()()()()( .

ηλαδή
 δβγαδγβα )()()()( i i i .

ια παράδειγμα
 iiii 102)64()53()65()43( .

 
Αν (α β και (  είναι οι εικόνες των α  β  
και    αντιστοίχως στο μιγαδικό επίπεδο, τότε 
το άθροισμα

iβαiiβα )()()()(
παριστάνεται με το σημείο (α β .

Επομένως,  
21 O MO MO M , δηλαδή

  Γ ΙΚΟΙ ΡΙ ΜΟΙ
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 διανυσματικ  ακτίνα του α ροίσματο  τ ν μιγαδικ ν  +   και  +   είναι το 
ροισμα τ ν διανυσματικ ν ακτίν ν του

Επίσης, η διαφορά

 iβαiiβα )()()()(
παριστάνεται με το σημείο ),( βαN .

Επομένως,  21 O MO MO N , δηλαδή

 διανυσματικ  ακτίνα τ  δια ορ  τ ν μιγαδικ ν  +  και  +  είναι  δια-
ορ  τ ν διανυσματικ ν ακτίν ν του

  ια τον πολλαπλασιασμό δύο μιγαδικών α  β  και  έχουμε

)) (()()()) (( iiβiβiααiiβiαiiβα

iβαβαβiβiααiβiβiαα )()(2 .

ηλαδή,
 βγαδβδαγδγβα )()()) (( i i i .

ια παράδειγμα,

iiiiiii 23 9)182 0()2 415(2 42 01815)65()43( 2 .

Ειδικότερα, έχουμε  22)) (( βαiβαiβα .  αριθμός α  β λέγεται συ υγ  του α 

 β  και συμβολί εται με  iβα . ηλαδή, 

i i .

Επειδή είναι και  iβαiβα , οι α  β , α  β  λέγονται συ υγεί  μιγαδικοί.

  Τέλος, για να εκφράσουμε το π λίκο 
i
iβα , όπου  0≠i , στη μορφή   , πολ-

λαπλασιά ουμε τους όρους του κλάσματος με το συ υγή του παρονομαστή και έχουμε

 iαββαiαββα
ii
iiβα

i
iβα

222222
)()(

)) ((
)) ((

.
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ηλαδή,
 

δγ
αδβγ

δγ
βδαγ

δγ
α

2222i
iβ i
.

ια παράδειγμα  
 

iiiii
ii
ii

i
i

10
7

10
1

10
71

91
362

)31) (31(
)31) (2(

31
2 2

.

 Μ
ι δυνάμεις ενός μιγαδικού αριθμού z  με εκθέτη ακέραιο ορί ονται ακριβώς όπως και 

στους πραγματικούς, δηλαδή ορί ουμε

 zz 1 , z   . και γενικά z   z .

για κάθε θετικό ακέραιο , με . Επίσης, αν 0≠z , ορί ουμε

 
z

zz 1,10  για κάθε θετικό ακέραιο .

ια τις δυνάμεις των μιγαδικών αριθμών ισχύουν οι ίδιες ιδιότητες που ισχύουν και για 
τις δυνάμεις των πραγματικών αριθμών. διαίτερα για τις δυνάμεις του  έχουμε

i  =           i 1  = i            i 2 =            i 3 = i    = i .
τη συνέχεια, παρατηρούμε ότι είναι

iiiiiiiiiiiiiiiii 3347224645224 1,11,1,1 ,

δηλαδή, μετά το  οι τιμές του  επαναλαμβάνονται. Άρα, για να υπολογίσουμε συγκε-
κριμένη δύναμη του , γράφουμε τον εκθέτη  στη μορφή  =  ρ  , όπου ρ το πηλίκο και 
 το υπόλοιπο της ευκλείδειας διαίρεσης του  με το , οπότε έχουμε  

4 4 4

1 , αν 0
, αν 1

( ) 1
1 , αν 2

αν 3,

i
i i i i i i i i

i

ια παράδειγμα
 1224314 iii

 iiii 334419

 1004416 iii

 iiii 11542 1 .

Ι  Σ
Επειδή οι συ υγείς μιγαδικοί, όπως θα δούμε στις επόμενες παραγράφους, μας διευκολύ-
νουν στη μελέτη των μιγαδικών αριθμών, θα αναφερθούμε ιδιαιτέρως σε αυτούς.
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 το μιγαδικό επίπεδο οι εικόνες (α,β  και (α, 
β  δύο συ υγών μιγαδικών = α  β  και iβαz

είναι σημεία συμμετρικά ως προς τον πραγματικό 
ά ονα.

 ια δύο συ υγείς μιγαδικούς αριθμούς = α  β και 
iβαz μπορούμε εύκολα, με εκτέλεση των πρά εων, να διαπιστώσουμε ότι

 +   =  2
   =  2 .

 Αν z = α  β  και z =   είναι δυο μιγαδικοί αριθμοί, τότε

ι ιδιότητες αυτές μπορούν να αποδειχτούν με εκτέλεση των πρά εων. ια παράδειγμα 
έχουμε

 iβαiiβαzz )()()()(21

 )()()()( iiβαiβα

ι παραπάνω ιδιότητες  και  ισχύουν και για περισσότερους από δυο μιγαδικούς αριθ-
μούς. Είναι δηλαδή

z 1   z 2  ...  z   z 1   z 2  ...  z  

z 1  . z 2 . ... . z   z 1  . z 2 . ... . z .
διαίτερα, αν είναι z = = = = , τότε η τελευταία ισότητα γίνεται

 νν )()( z z

ια παράδειγμα, 
 333

54
32

54
32

54
32

i
i

i
i

i
i .
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Ε   Ε            ∈R  ≠  
Επειδή  =   και (  =   =  , η ε ίσωση x  =   έχει στο σύνολο c των μιγαδικών 
αριθμών δύο λύσεις, τις x  =   και x  =  . μοίως, η ε ίσωση x  =   έχει στο σύνολο των 
μιγαδικών αριθμών δύο λύσεις, τις x  =   και x  =  , αφού

izizizz 2)2(44 22222 =⇔=⇔⋅=⇔−=  ή iz 2−= .  

Εύκολα, όμως, μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι και κάθε ε ίσωση δεύτερου βαθμού με 
πραγματικούς συντελεστές έχει πάντα λύση στο σύνολο c. ράγματι, έστω η ε ίσωση

α   β     0,   με   α, β, R και α ≠ 0.

Εργα όμαστε όπως στην αντίστοιχη περίπτωση στο R και τη μετασχηματί ουμε, με τη 
μέθοδο συμπλήρωσης τετραγώνων, στη μορφή

 
2

2

42 αα
βz ,

όπου   β   α  η διακρίνουσα της ε ίσωσης. Έτσι, έχουμε τις ε ής περιπτώσεις

  > 0. Τότε η ε ίσωση έχει δύο πραγματικές λύσεις
 

α
βz

22,1

   0. Τότε έχει μια διπλή πραγματική λύση  
α
βz

2

   0. Τότε, επειδή
 2 22

2 2 2

( 1) ( )
24 4 ( 2 )

i i
, η ε ίσωση γράφεται

 
 22

22 α
i

α
βz .

Άρα οι λύσεις της είναι
   

  
α
iβz

22,1
,  (

οι οποίες είναι συ υγείς μιγαδικοί αριθμοί.

ια παράδειγμα, η ε ίσωση z   0  έχει       > 0 και οι λύσεις της είναι

3
2

15
1z , 

 
2

2
15

2z . 
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μως, η ε ίσωση z   0 έχει         0 και οι λύσεις της είναι οι συ υγείς 

μιγαδικοί αριθμοί  iiz 1
2

42
1 , 

 
iiz 1

2
42

2 .

αρατηρούμε ότι και εδώ ισχύουν οι σχέσεις
 

α
β

21z z και  
α
γ

21 zz .

Ε ΡΜΟΓΕΣ

1.  ια τι  δι ορε  τιμ  του ετικού ακ ραιου  να υπολογιστεί το ροισμα 

 νS 

32i i i i .

ΛΥΣΗ
ι προσθετέοι του αθροίσματος έχουν πλήθος  και είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής 

προόδου με πρώτο όρο και λόγο επίσης . Επομένως, 
1
1

i
iiS , οπότε, λόγω της ισό-

τητας   ρ   της ευκλείδειας διαίρεσης του  με το , έχουμε τις ε ής περιπτώσεις

2. Να βρε εί το σύνολο τ ν εικόν ν τ ν μιγαδικ ν z  στι  περιπτ σει  κατ  τι  

οποίε  ο αρι μό  1
2 i

z
z

είναι α  ανταστικό  β  πραγματικό

ΛΥΣΗ
Αν z  =  x   , τότε

 0υ .  Τότε  4 ,  οπότε  S 1 1
1

0  

 1υ .  Τότε  4 1,  οπότε  S 1
1

 

 2υ .  Τότε  4 2 ,  οπότε  S i
i

i
i

i
i

i i i1 1
1

2
1

2
1

2 1
2

1( )  

 3υ .  Τότε  4 3 ,  οπότε  S 1
1

1
1

1.  

i

i
i

i i
i

i i
i

i
i
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Επομένως

α   αριθμός −
−

1
2

z
z i

είναι φανταστικός, αν και μόνο αν 
 

0
)2(
2
22

22

yx
yyxx ,  

 

δηλαδή, αν και μόνο αν x   x   y   y  =  0 και   0)2( 22 ≠yx ή, ισοδύναμα, 

   

 

4
5)1(

2
1 2

2

yx
 
και ( , ) ( , .)≠ 0 2x y

 

Άρα, το σύνολο των εικόνων του z  είναι τα σημεία του κύκλου με κέντρο 
 

1,
2
1K  

και ακτίνα 
 5

2
, με ε αίρεση το σημείο (0, .

β   αριθμός 
 1

2
z
z i

 είναι πραγματικός, αν και μόνο αν 
 

0
)2(
22

22 yx
yx , δηλαδή, αν και 

μόνο αν 
x   y     0     και  0)2( 22 ≠yx .

Άρα, το σύνολο των εικόνων του z  είναι τα σημεία της ευθείας με ε ίσωση x   y     0, 
με ε αίρεση το σημείο (0, .

ΣΚΗΣΕΙΣ

 
   α βρείτε τις τιμές του R, ώστε ο z  =  (   (    να είναι   
α  πραγματικός αριθμός   β  φανταστικός αριθμός.

   α βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς x , y  για τους οποίους ισχύει
α  (x   y   (x   y     

β   iixxx 2)3(63 22

γ      ( x   y   .

1
2

1
2

( )
( )

 

22

22

)2(
)22()2(

yx
yxiyyxx

x
x y

y

 

i
yx
yx

yx
yyxx

2222

22

)2(
22

)2(
2 .  

i
i
iz

z
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   το μιγαδικό επίπεδο να σημειώσετε τις εικόνες και τις διανυσματικές ακτίνες 
των μιγαδικών αριθμών    , , ,  ,   ,   , , 0.

   α περιγράψετε γεωμετρικά το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z  
που ικανοποιούν τις σχέσεις
α  Το πραγματικό μέρος του z  είναι ίσο με μηδέν.
β  Το φανταστικό μέρος του z  είναι ίσο με μηδέν.
γ  Το πραγματικό μέρος του z  είναι ίσο με το φανταστικό του μέρος.

   ε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να εκτελέσετε τις πρά εις που σημει-
ώνονται και να γράψετε το αποτέλεσμα στη μορφή α  β
α  (      (        β  (     (    
γ  (     (      (       δ  (   (    
ε  (        στ  (   (    

 (   (   .

   α γράψετε τους παρακάτω μιγαδικούς στη μορφή α  β

α  
 

i1
1

    β   

γ         δ   2)31( i

ε
 

i
i

2
3     στ  

 

21
26

i
i .

   α βρείτε τους x , y R, για τους οποίους ισχύει
α  (     (x     x   

β  
 

i
i yxi

i 11
1
1 2

γ  (   ( x     ( x       .

  α υπολογίσετε τις παραστάσεις
α            

β   
10 2 37 54 111

1111
iiii

.

   οιος είναι ο z , όταν
α  z  =       β  z  =         γ  z  =  
δ  z  =     ε  z  =     στ  z  =  0.
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   Με ποιες συμμετρίες μπορούν να προκύψουν από την εικόνα του μιγαδικού z  
=  x    οι εικόνες των μιγαδικών z , και z ;

   Αν 
 

i
iz

47
95

1  και
i
iz

47
95

2 , να δεί ετε ότι ο z   z  είναι πραγματικός  
 
αριθμός, ενώ ο z   z  φανταστικός αριθμός.

   α περιγράψετε γεωμετρικά το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z  
που ικανοποιούν τις παρακάτω σχέσεις

α   izz 6             β   22 zz             γ   22 zz             δ  zz 2

   α λύσετε στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών τις ε ισώσεις

α  x   x    0    β  x   x     0    γ  11
xx .

   Αν μια ρί α της ε ίσωσης x   β     0, όπου β, R , είναι   , να βρείτε 
τις τιμές των β και .

 

   Αν α, β,  και  είναι πραγματικοί αριθμοί, να ε ετάσετε πότε το πηλίκο 
i
iβα  

είναι πραγματικός αριθμός.

   Αν z i
=

−1 3
2

, να βρείτε την τιμή της παράστασης 1
2z z

.

   α βρείτε την τιμή της παράστασης (   0  (   0.

   όσες διαφορετικές τιμές μπορεί να πάρει η παράσταση   ;

   α λύσετε τις ε ισώσεις
α  2zz    β 3zz .

   Έστω ο μιγαδικός z  με 0≠z . α δεί ετε ότι ο  
z
z

z
z  είναι πραγματικός και ότι 

22
z
z

z
z .

  α αποδεί ετε ότι (α  β 0  (β  α 0  0, όπου α, β R.

  α  ια ένα μιγαδικό αριθμό z  να αποδεί ετε ότι

  z  είναι πραγματικός, αν και μόνο αν z  =  z
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  z  είναι φανταστικός, αν και μόνο αν z z= − .

β    Αν 
 

1
1

1
z

z  και 
 

2
2

1
zz  και 121 ≠zz , να αποδεί ετε ότι ο αριθμός 

 

21

21

1 zz
zz

u είναι πραγματικός, ενώ ο αριθμός 
 

21

21

1 zz
zz

v  είναι φαντα-

στικός.

   α βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών z  για τους οποίους 
ισχύει  

α  
 

)R e (51R e z z z  β  )I m (31I m z
z

z .

3 ΜΕΤΡΟ ΜΙΓ ΙΚΟΥ ΡΙ ΜΟΥ

Έστω (x , y  η εικόνα του μιγαδικού z  =  x    στο μιγα-
δικό επίπεδο. ρί ουμε ως μ τρο του z  την απόσταση του 
M  από την αρχή O , δηλαδή

22|||| yxO Mz

ια παράδειγμα, 5)4(3|43| 22i . 

ταν ο μιγαδικός z  είναι της μορφής  0z x i x R , τότε ||0|| 22 xxz , που 
είναι η γνωστή μας απόλυτη τιμή του πραγματικού αριθμού x .
Αν z  =  x   , τότε  y ixz  και  z  =   x   . Επομένως,

 |||||| zzz

zzz 2||

ι επόμενες ιδιότητες αναφέρονται στις σχέσεις που συνδέουν το γινόμενο και το 
πηλίκο μιγαδικών με τα μέτρα τους και είναι ίδιες με τις αντίστοιχες ιδιότητες των 
απόλυτων τιμών πραγματικών αριθμών.
Αν z , z  είναι μιγαδικοί αριθμοί, τότε
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 |||||| 2121 zzzz

 
11

2 2

zz
z z

ράγματι, έχουμε
2

2
2

1
2

212121 |||||||||||| zzzzzzzz  

22112121 )) (( zzzzzzzz  

22112121 zzzzzzzz  

και, επειδή η τελευταία ισότητα ισχύει, θα ισχύει και η ισοδύναμη αρχική.
Ανάλογα αποδεικνύεται και η δεύτερη ιδιότητα. 

ενικά, αποδεικνύεται ότι

 νν 2121 | | | || | || ... ...z z z z z z

και ειδικότερα
 νν| | | |z z .

Τέλος, από τη γνωστή μας τριγωνική ανισότητα 
και από τη γεωμετρική ερμηνεία του αθροίσμα-
τος z   z  και της διαφοράς z   z  δύο μιγαδι-
κών προκύπτει ότι  

| ||||||||| 212121 || zzzzzz

Επίσης, είναι φανερό ότι το μέτρο του διανύ-

σματος O N  είναι ίσο με το μέτρο του διανύσματος 12 MM . Επομένως

ο μ τρο τ  δια ορ  δύο μιγαδικ ν είναι ίσο με τ ν απόστασ  τ ν εικόν ν 
του

ηλαδή

 ||)( 2121 zzMM

Έτσι, για παράδειγμα, η ε ίσωση  3|)2(| iz  
επαληθεύεται μόνο από τους μιγαδικούς z  που 
έχουν την ιδιότητα οι εικόνες τους να απέχουν 
από την εικόνα του μιγαδικού   , δηλαδή από το 
σημείο K ( , , απόσταση  μονάδες. Επομένως, η 
ε ίσωση αυτή είναι ε ίσωση κύκλου με κέντρο το 
σημείο K ( ,  και ακτίνα ρ =  .
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ενικά, η ε ίσωση

 0,0 ρρz z

παριστάνει τον κύκλο με κέντρο το σημείο ( z 0  και 
ακτίνα ρ.
Επίσης, η ε ίσωση  |)31(||)21(| iziz  επαλη-
θεύεται μόνο από τους μιγαδικούς z  που έχουν την ιδι-
ότητα οι εικόνες τους να ισαπέχουν από τις εικόνες των 
μιγαδικών   i  και   i , δηλαδή από τα σημεία ( , 

 και ( , . Επομένως, η ε ίσωση αυτή είναι ε ίσωση 
της μεσοκαθέτου του ευθύγραμμου τμήματος .

ενικά, η ε ίσωση
 |||| 21z z z z

παριστάνει τη μεσοκ ετο του τμήματος με άκρα τα σημεία ( z  και ( z ) .

Ε ΡΜΟΓΕΣ
1.  ν για του  μιγαδικού  z 1 , z 2, …, z  ισ ύει

 
12

21

1

ν

ν


i
i i i

i iz
z z z

zz ,

 
να αποδει τεί ότι καν να  από αυτού  δεν είναι πραγματικό  αρι μό

Ο ΕΙ Η
Αν ένας από τους z , z , , z , για παράδειγμα ο z , ήταν πραγματικός, τότε οι μιγαδικοί 

z  και z  +  i  θα ήταν συ υγείς και επομένως 

αφού τα μέτρα δύο συ υγών μιγαδικών είναι ίσα. Τότε όμως θα είχαμε

 
1

2

2

1

1

iz
iz

iz
iz

iz
iz

iz
iz

 ,

που είναι άτοπο.

2. ν για το μιγαδικό z  ισ ύει 222 (( iz  να βρε εί
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α   γε μετρικό  τόπο  τ  εικόνα  του z  στο μιγαδικό επίπεδο
β   μ γιστ  και  ελ ιστ  τιμ  του | |z .

ΛΥΣΗ

α   ισότητα
 

| ( ) |2 2 2z i  επαληθεύεται από όλους τους μιγαδικούς z  που έχουν την 

ιδιότητα οι εικόνες τους να απέχουν από το σημείο ( ,  σταθερή απόσταση ίση με  2  
και μόνο από αυτούς. Επομένως, ο ητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι ο κύκλος με 

κέντρο ( ,  και ακτίνα ρ =   2 , δηλαδή ο κύκλος 

(x     (y     .

β  Το | |z  είναι η απόσταση της εικόνας (z  από την 
αρχή (0,0 , δηλαδή το μήκος ( . Από τη εωμετρία, 
όμως, γνωρί ουμε ότι αν η ευθεία  τέμνει τον κύκλο 
στα  και , τότε  ( ) ( ) ( )O A O M O B , που σημαίνει 
ότι η μέγιστη τιμή του | |z  είναι το μήκος (  και η 
ελάχιστη το μήκος ( .

 ε ίσωση, όμως, της ευθείας  είναι η y  =  x . 
Επομένως, οι συντεταγμένες των σημείων  και  θα 
είναι οι λύσεις του συστήματος

2 2( 2) ( 2) 2x y
y x

 − + − =


=  
,

που είναι τα εύγη ( ,  και ( , . Άρα, η μέγιστη τιμή του | |z  είναι ίση με 

( )O B 3 3 3 22 2  και η ελάχιστη ίση με  ( )O A 1 1 22 2 .

ΣΚΗΣΕΙΣ

 
1.   α βρείτε τα μέτρα των μιγαδικών αριθμών

  ,         ,         ,         ,       ,       , 
i
i

−
+

1
1

,

(   (   ,       (   (         και      
3
4 3

i
i

+
−

.

  α βρείτε τα μέτρα των μιγαδικών αριθμών

00  Γ ΙΚΟΙ ΡΙ ΜΟΙ
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(   , 
 2

1
1

i
i ,

2

1
1

i
i , 

2

i
i , όπου , R με λ + ≠µ 0.

  α βρείτε τους μιγαδικούς z  =  x    για τους οποίους ισχύει

α )  22 || zz β )  zz |1| γ ) ziz 2|| .  

  α βρείτε πού ανήκουν οι μιγαδικοί z  για τους οποίους ισχύει

α )  1|| z  β )  1|| iz   

γ )  3|21| iz  δ )  2||1 z  

ε )  2|| z .  

  α βρείτε πού ανήκουν οι εικόνες των μιγαδικών z  για τους οποίους ισχύει
α   |2||1| izz        β  |1||| ziz

   Αν x R, να αποδεί ετε ότι η εικόνα του μιγαδικού 
 

ix
x iz 1

 ανήκει στον κύ-
κλο με κέντρο O  και ακτίνα ρ =  .

   Από τους μιγαδικούς z , για τους οποίους ισχύει  2|4| iz , ποιος έχει το ελάχι-
στο και ποιος το μέγιστο δυνατό μέτρο

   Αν για τους μιγαδικούς z  ισχύει | |z   , να βρείτε που ανήκουν οι εικόνες των 
μιγαδικών w  με w   z   .

   ια δύο μιγαδικούς αριθμούς z  και z  να αποδεί ετε ότι 
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2| | | | 2 | | 2 | |z z z z z z+ + − = + .

 

1.    α δεί ετε ότι για κάθε μιγαδικό z  ισχύει

|)I m ( .||)R e (|||2 zzz

   Έστω ο μιγαδικός z , για τον οποίο ισχύει  1≠z . α αποδεί ετε ότι

Αν | |z  = , τότε ο  
1
1

z
zw  είναι φανταστικός αριθμός και αντιστρόφως.

   Έστω ο μιγαδικός z  με  0≠z . α αποδεί ετε ότι   
zzw 1  είναι πραγματικός, 

αν και μόνο αν ο z  είναι πραγματικός ή | |z  =  .
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   Έστω ο μιγαδικός z  με z ≠ α , όπου α R * . α αποδεί ετε ότι  ο z iw
iz

α
α

+
=

+
 είναι 

φανταστικός, αν και μόνο αν ο z  είναι φανταστικός.

   Αν η εικόνα του μιγαδικού z  ανήκει στον κύκλο κέντρου (0,0  και ακτίνας ρ =  , 

να δεί ετε ότι το ίδιο ισχύει και για την εικόνα του μιγαδικού 2
2

z iw
iz

−
=

+
.

   Αν για το μιγαδικό z  ισχύει | 2 1 | | 2 |z z− = − , να δεί ετε ότι η εικόνα του z  ανήκει 
στον κύκλο με κέντρο (0,0  και ακτίνα ρ =  .

   Αν για το μιγαδικό z  ισχύει | |z = , να βρείτε την τιμή της παράστασης 
 22 |1||1| zzA . α ερμηνεύσετε γεωμετρικά το συμπέρασμα.

   α βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων  των μιγαδικών z , για τους οποίους 
ισχύει  |4||1| izz . οιο από τα σημεία  απέχει την ελάχιστη απόσταση 
από την αρχή (0,0 .

   Αν  και  είναι οι εικόνες των μιγαδικών z  και z  αντιστοίχως και 
1

12
4
zzz ,  

να αποδεί ετε ότι  ταν το  κινείται σε κύκλο κέντρου (0,0  και ακτίνας , 
τότε το  κινείται σε μια έλλειψη.

   α  Αν 1|| z , να δεί ετε ότι 
 

zz 1.

β   Αν για τους μιγαδικούς z , z , , z κ ισχύει  1||. . .|||| 21 zzz , να απο-

δεί ετε ότι  
zzz

zzz 1. . .11|. . .|
21

21 .
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 ΤΡΙΓΩ ΟΜΕΤΡΙΚΗ ΜΟΡ Η ΜΙΓ ΙΚΟΥ

Ε
 αποδοχή των μιγαδικών αριθμών, εκτός από τις δυνατότητες που άνοι ε στην επίλυση 

των ε ισώσεων, έδωσε μεγάλη ευελι ία στον αλγεβρικό λογισμό. ια παράδειγμα, η παρά -
σταση x   y  μπορεί τώρα να παραγοντοποιηθεί στη μορφή (x   (x   . ι μαθηματικοί 
εκμεταλλεύτηκαν αυτό το γεγονός σε πολλά ητήματα, όπως είναι, για παράδειγμα, ο 
πολλαπλασιασμός και η διαίρεση των τό ων ενός κύκλου. Το  ο .  , συν-
δυά οντας τον υπολογισμό των κυβικών ρι ών παραστάσεων της μορφής βia  (που 
εμφανί ονται στον τύπο επίλυσης της x     q  με την τριγωνομετρική ταυτότητα ημθ 
 ημ θ =  ημ θ, έδωσε τις πρώτες ιδέες για την τριγωνομετρική παράσταση των μιγαδικών 

αριθμών. Το  ο . , εκινώντας από την ανάλυση της ισότητας συν θ  ημ θ  
 στη μορφή (συνθ  ημθ  (συνθ  ημθ   , τόνισε τη σημασία των παραστάσεων της 

μορφής συνθ  ημθ και έδει ε ότι (συνx   ημx  (συνy   ημy   συν(x   y   ημ(x   y . 
ενικεύοντας έφτασε στη σχέση n zin zziz n ημσυν)ημσυν(  (που σήμερα φέρει το 

όνομα του  , από την οποία, με χρήση του διωνυμικού αναπτύγματος, βρήκε 
τύπους για τα ημ  και συνnz .

ε όλες τις προηγούμενες περιπτώσεις οι μιγαδικοί αντιμετωπί ονταν ως καθαρά συμβολικές 
παραστάσεις, που δεν απεικόνι αν κάποια συγκεκριμένη πραγματικότητα.  τριγωνομε-
τρική παράσταση έδωσε όμως τη δυνατότητα να χρησιμοποιηθούν (από τον .  το 

 και τον .  το 0  για την αναλυτική έκφραση της διεύθυνσης στο επίπεδο, 
ακριβώς όπως οι θετικοί και αρνητικοί χρησιμοποιούνται για τη διάκριση της φοράς στην 
ευθεία. Αυτές οι ε ελί εις διεύρυναν τις εφαρμογές των μιγαδικών και άνοι αν το δρόμο 
για τη γεωμετρική ερμηνεία τους, την οποία καθιέρωσε ο . .  το .

 Μ

Έστω ένας μη μηδενικός μιγαδικός αριθμός =  x    και  
OM
�����

η αντίστοιχη διανυσματική ακτίνα του.
νομά ουμε όρισμα του μιγαδικού z  καθεμιά από τις 

γωνίες που έχουν αρχική πλευρά την ημιευθεία  και 
τελική πλευρά την ημιευθεία .
Από όλα τα ορίσματα του z  ένα ακριβώς βρίσκεται στο 
διάστημα 0, π . Αυτό λέγεται πρ τεύον όρισμα του 
μιγαδικού z  και συμβολί εται με z .
Είναι φανερό ότι

 Το A r g ( z  είναι η γωνία που σχηματί ει η διανυσματική ακτίνα του μιγαδικού z  με τον 
ά ονα .

 υο ορίσματα του z  διαφέρουν κατά γωνία π, .
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ια το μιγαδικό z  =  0 δεν ορί εται όρισμα. ι  αυτό, στη συνέχεια, όταν αναφερόμαστε σε 
όρισμα μιγαδικού, θα εννοούμε ότι z ≠0.

Τ  Μ  Μ

Έστω ο μιγαδικός  0≠y ixz , που έχει μέτρο 2 2z x y . Αν θ είναι ένα όρισμα 
του z , τότε, από τον ορισμό των τριγωνομετρικών αριθμών σε ορθοκανονικό σύστημα, έχουμε

ρθσυν   ρ
yθμx και

οπότε
x  =  ρσυνθ και y  =  ρημθ.

Επομένως, ο μιγαδικός z  γράφεται

z  =  x    =  ρσυνθ  ρημθ  ,

δηλαδή παίρνει τη μορφή

z  =  ρ(συνθ  ημθ

 τρόπος αυτός γραφής του μιγαδικού z  λέγεται τριγ νομετρικ  ή πολικ  μορ  του z .

ια παράδειγμα, αν iz 3 , τότε το μέτρο του z  είναι 21)3( 22ρ  και για 
κάθε όρισμα του θ ισχύουν

2
3συνθ   

2
1ημθ .  και

Επομένως, μια τιμή του ορίσματος είναι η 
 

6
5 πθ .  Άρα, έχουμε 

6
5ημ

6
5συν2 πiπz  

ή γενικότερα

 6
52ημ

6
52συν2 ππiππz , .

Αποδεικνύεται ότι, αν για έναν μιγαδικό αριθμό z  ισχύει z  =  r (συνθ ημθ , όπου r  > 0 
και θ R, τότε η παράσταση r (συνθ ημθ  είναι τριγωνομετρική μορφή του μιγαδικού 
αριθμού z .
Επειδή ίσοι μιγαδικοί αριθμοί έχουν την ίδια εικόνα στο μιγαδικό επίπεδο και αντιστρόφως, 
έχουμε το ακόλουθο κριτήριο ισότητας μιγαδικών

υο μ  μ δενικοί μιγαδικοί αρι μοί είναι ίσοι  αν και μόνο αν ουν ίσα μ τρα και  
δια ορ  τ ν ορισμ τ ν του  είναι ακ ραιο πολλαπλ σιο του 
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ηλαδή

Αν z  =  ρ  ( θ   ημθ  και z  =  ρ  (συνθ   ημθ  είναι τριγωνομετρικές μορφές 
των μιγαδικών z  και z , τότε  

z   z  (ρ    ρ  και θ   θ   . π, .

Τ  Μ  Γ  Μ
Αν z   ρ  (συνθ   ημθ  και z   ρ  (συνθ   ημθ  είναι οι τριγωνομετρικές 
μορφές δύο μιγαδικών αριθμών z  και z , τότε για το γινόμενό τους έχουμε

z . z   ρ (συνθ   ημθ   ρ (συνθ   ημθ

= ρ ρ (συνθ   ημθ   (συνθ   ημθ

= ρ ρ (συνθ συνθ   ημθ ημθ   (ημθ συνθ   συνθ ημθ  

= ρ ρ (συν(θ   θ   ημ(θ   θ .

μοίως, για το πηλίκο τους 
2

1
z
z , έχουμε

) ]ημσυν) (ημσυν(
)ημσυν) (ημσυν(

) ]ημσυν(
)ημσυν(

2222

2211

2

1

222

111

2

1

θiθθiθ
θiθθiθ

ρ
ρ

θiθρ
θiθρ

z
z

 

1 1 1 2 2
2 2

2 2 2

( συν ημ ) [ συν( ) ημ( ) ]
συν ημ

i i

) ]ημ ()συν([ 2121
2

1 θθiθθ
ρ
ρ

.  

Αποδεί αμε λοιπόν ότι

Αν z  =  ρ  (συνθ   ημθ  και z  =  ρ  (συνθ   ημθ  είναι δυο μιγαδικοί σε 
τριγωνομετρική μορφή, τότε

z  
. z = ρ ρ συν(θ   θ   ημ(θ   θ

) ]ημ ()συν([ 2121
2

1

2

1 θθiθθρ
ρ

z
z

.

ια παράδειγμα, αν 
3

2ημ
3

2συν21
πiπz  και 

 
6

11ημ
6

11συν32
πiπz , 

τότε έχουμε
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iπiπππiππzz 6
2

5ημ
2

5συν6
6

11
3

2ημ
6

11
3

2συν3221

και

6
7ημ

6
7συν

3
2

6
11

3
2ημ

6
11

3
2συν

3
2

2

1 πiπππiππ
z
z

3
1

3
3

2
1

2
3

3
2 ii .

Από τις τριγωνομετρικές μορφές του γινομένου και του πηλίκου μιγαδικών προκύπτουν 
οι ιδιότητες

|||||| 2121 zzzz  και  
||
||

2

1

2

1

z
z

z
z ,  

τις οποίες έχουμε συναντήσει και στην  . .

 γεωμετρική ερμηνεία του γινομένου και του πηλίκου δύο μιγαδικών φαίνεται 
στα παρακάτω σχήματα

  

ύμφωνα με τα παραπάνω

  πολλαπλασιασμός του μιγαδικού z   ρ  (συνθ   ημθ  με το μιγαδικό z   ρ  
(συνθ   ημθ  σημαίνει στροφή της διανυσματικής ακτίνας του z  κατά γωνία θ  
και μετά πολλαπλασιασμό της με ρ  ( χ. . Επομένως, ο πολλαπλασιασμός ενός 
μιγαδικού z  με το μιγαδικό συνθ  ημθ στρέφει μόνο τη διανυσματική ακτίνα του 
z  κατά γωνία θ, αφού συν + iημ 1θ θ = . Ειδικότερα, ο πολλαπλασιασμός του z  με 

 στρέφει τη διανυσματική ακτίνα του z  κατά γωνία  
2
π , αφού 

2
ημ

2
συν πiπi .
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  διαίρεση του μιγαδικού z   (συνθ   ημθ  με το μιγαδικό z   ρ  (συνθ  
 ημθ  σημαίνει στροφή της διανυσματικής ακτίνας του z  κατά γωνία θ  και 

μετά πολλαπλασιασμό της με 
2

1
ρ

 ( χ. .

   

Αν z  =  ρ (συνθ  ημθ  είναι ένας μιγαδικός αριθμός σε τριγωνομετρική μορφή, 
σύμφωνα με τα προηγούμενα έχουμε

z  =  z · z  =  ρ(συνθ  ημθ ρ(συνθ  ημθ  =  ρ (συν θ  ημ θ .

z  =  z · z  =  ρ (συν θ  ημ θ ρ(συνθ  ημθ  =  ρ (συν θ  ημ θ .

μοίως, βρίσκουμε ότι

z  =  ρ (συν θ  ημ θ .

z  =  ρ (συν θ  ημ θ .

ενικά, ισχύει το επόμενο θεώρημα

Αν z  =  ρ(συνθ  ημθ  είναι ένας μιγαδικός αριθμός σε τριγωνομετρική μορφή και 
 είναι ένας θετικός ακέραιος, τότε

z   ρ συ ( θ   ημ( θ .

Ο ΕΙ Η
Έστω P (  η ισότητα που θέλουμε να αποδεί ουμε.

   ια    η ισότητα γίνεται z  =  ρ συν( θ   ημ( θ  ή, ισοδύναμα, z  =  ρ(συνθ 
 ημθ , που ισχύει. Άρα η P (  είναι αληθής.

   α αποδεί ουμε ότι, αν P (  αληθής, τότε P (   αληθής δηλαδή, αν z   
ρ συν( θ   ημ( θ , τότε z   ρ συν(  θ  ημ(ν  θ .

ράγματι, έχουμε

z   z · z   ρ συν( θ   ημ( θ ρ(συνθ  ημθ

 ρ συν(  θ  ημ(  θ .

Άρα, η P (  αληθεύει για όλους τους θετικούς ακεραίους . 
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ια παράδειγμα, αν iz 3 , επειδή 
6

ημ
6

συν2 πiπz , έχουμε

 19 9 8
19 9 8

6
ημ

6
συν2 πiπz

 
6

19 9 8ημ
6

19 9 8συν2 19 9 8 πiπ

πiπ ημ 3 3 33 33συν(2 19 9 8 ) πiπ ημσυν(2 19 9 8 ) 19 9 82 .  

Το προηγούμενο θεώρημα αποδίδεται στο μαθηματικό   και γι  αυτό 
φέρει το όνομά του.

Το εώρημα του   ισχύει και όταν ο εκθέτης είναι αρνητικός ακέραιος.

ράγματι, έχουμε

Ε ΡΜΟΓΕΣ

   Να βρε εί το σύνολο τ ν εικόν ν τ ν μιγαδικ ν z  για του  οποίου  

ισ ύει
1 6
1 πA r g

z
z .

ΛΥΣΗ

Αν z   x   , τότε 
 

i
yx

y
yx

yx
y ix
y ix

z
z

2222

22

)1(
2

)1(
1

)1(
)1(

1
1

.

Άρα, 

B iA
z
z

1
1 , όπου

 
22

22

)1(
1

yx
yxA   και 

22)1(
2

yx
yB .

θiθρ
θiθρ

)ημσυν(
1) ]ημσυν([  

) )ημ ()συν((
)0ημ0συν(1
θiθρ

ρ

ρ

i
 

i  

i .  
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Επομένως, η συνθήκη 
61

1 π
z
zA r g  είναι 

ισοδύναμη με τις σχέσεις

0
3

1
1

2

0
6

εφ 22

y
yx
yπ

A
B

 

0
2)3( 222

y
yx .  

Άρα, το σύνολο των εικόνων του z  είναι το τό ο του κύκλου κέντρου ( , )0 3  
και ακτίνας ρ   που είναι πάνω από τον ά ονα . 

  ν μ  + μ  + μ  =  και συν  + συν  + συν  =  να αποδει τεί ότι

α  συν  + συν  + συν  = συν  +  + 

β  μ  + μ  + μ  = μ  +  + 

ΛΥΣΗ
Έστω οι μιγαδικοί  =  συνα  ημα, b  =  συνβ  ημβ, c  =  συν   ημ . Έχουμε

  b   c   (συνα  συνβ  συν   (ημα  ημβ  ημ   0  0   0

και επομένως,   b   c   b c .

Με αντικατάσταση των , b  και c  έχουμε διαδοχικά

(συνα  ημα   (συνβ  ημβ   (συν   ημ  

     =  (συνα  ημα  (συνβ  ημβ  (συν   ημ

(συν α  ημ α   (συν β  ημ β   (συν   ημ  

     =  συν(α  β    ημ(α  β  

(συν α  συν β  συν    (ημ α  ημ β  ημ

     =  συν(α  β    ημ(α  β .

Ε ισώνοντας τα πραγματικά και τα φανταστικά μέρη των δύο μελών έχουμε
συν α  συν β  συν   συν(α  β   και 

ημ α  ημ β  ημ   ημ(α  β  .
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ΣΚΗΣΕΙΣ

 

    α γράψετε σε τριγωνομετρική μορφή τους μιγαδικούς

α  i31   β   i31  

γ   i31   δ   i31  

ε   στ   . 

    α κάνετε τις πρά εις

   α κάνετε τις πρά εις

   α βρείτε τις δυνάμεις

   α υπολογίσετε την παράσταση 
6

1
2
i .

   Αν 
2

31 iz , να υπολογίσετε τον z 000.

α )  4 ( συν15 ημ15 ) 6 ( συν 3 0 ημ3 0 )i i  

β )  
8

3ημ
8

3συν2
8

ημ
8

συν5 πiππiπ  

γ )  
10
3ημ

10
3συν

10
2ημ

10
2συν πiππiπ .  

α )  2 5 ( συν16 0 ημ16 0 )
5 ( συν10 0 ημ10 0 )

i
i

 β )  

3
ημ

3
συν

6
5ημ

6
5συν6

πiπ

πiπ

 

γ )  7 ( συν13 0 ημ13 0 )
14 ( συν ( 2 0 ) ημ ( 2 0 ) )

i
i

.  

α )  3[ 2 ( συν2 0 ημ2 0 ) ]i  β )  
8

4
5ημ

4
5συν3 πiπ  

γ )  
16

4
ημ

4
συν πiπ .  
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   Αν  iz 31  και z i2 3= − , να υπολογίσετε την παράσταση  zz 21 , όπου ν 
θετικός ακέραιος.

   α ερμηνεύσετε γεωμετρικά τη διαίρεση ενός μιγαδικού z  με .

   Αν 31z i  και w  =   , να δεί ετε ότι 
 

12
π

w
zA r g  και να βρείτε το 

12
ημ π

και το 
12

συν π .

   α βρείτε το μέτρο και το βασικό όρισμα του μιγαδικού  z ≠0 αν z  =  z .

 
   α  α βρείτε το μέτρο και ένα όρισμα του μιγαδικού w , όπου

 

θiθ
θiθw

ημσυν1
ημσυν1 ,     και  ( 2 1) ,≠ .

β  α βρείτε την τιμή της παράστασης 
10 0

222
22 .2

i
i

   α  α δεί ετε ότι αν (     (   , όπου *  τότε   , κ  

β  Αν iif
2

1
2

1)( , να δεί ετε ότι f (     f (   0.

   α αποδεί ετε ότι για z , z  c { 0 }  ισχύει

 |||||| 2121 zzzz , αν και μόνο αν )()( 21 zA r gzA r g .

   α βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων  των μιγαδικών z , για τους οποίους 
ισχύει

α )  
6

)( πizA r g  β )  
4

)1( πzA r g  γ )  
2
π

iz
zA r g .  

   Μετα ύ όλων των μιγαδικών z  που ικανοποιούν τη συνθήκη 2|52| iz , να 
βρείτε εκείνον που έχει

α  Το μικρότερο πρωτεύον όρισμα 

β  Το μεγαλύτερο πρωτεύον όρισμα.
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   Αν  θθz ημσυν i , να αποδεί ετε ότι

   Αν για τους μιγαδικούς z  και w  ισχύουν 1|| z  και ziw )3( , τότε

α  α βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων του μιγαδικού w .

β  α βρείτε την εικόνα εκείνου του μιγαδικού από τους w , για τον οποίο ισχύει

4
)( πwA r g .

   Αν 22

2

1
2

1
1 iz και 

3
)( πzA r g , να βρείτε τον πραγματικό αριθμό  και 

το μιγαδικό z .

   ίνεται το τριώνυμο 2 2 2
1 2 1 2( ) 2 | | (1 | | )(1 | | )f x x z z x z z= + − + + + , όπου z  και z  

είναι δύο μιγαδικοί αριθμοί. α αποδεί ετε ότι ( ) 0f x ≥ , για κάθε R.

 ΟΛΥΩ ΥΜΙΚΕΣ Ε ΙΣΩΣΕΙΣ ΣΤΟ C

Ε

 επίλυση των ε ισώσεων ου και ου βαθμού, η αναγκαστική  επαφή με τους μιγαδικούς 
αριθμούς για την έκφραση των πραγματικών ρι ών και η ε έλι η του αλγεβρικού λογισμού 
δημιούργησαν στις αρχές του ου αιώνα τις προ ποθέσεις για την ανάπτυ η μιας γενικής 
θεωρίας των πολυωνυμικών ε ισώσεων στην Άλγεβρα. ασικά στοιχεία αυτής της θεωρίας 
δεν ήταν μόνο οι μέθοδοι επίλυσης, αλλά και δομικά ητήματα, όπως οι σχέσεις ρι ών και 
συντελεστών μιας ε ίσωσης, καθώς και η σχέση ανάμεσα στο βαθμό και στο πλήθος των 
ρι ών. Το τελευταίο, που καθιερώθηκε αργότερα ως εμελι δε  ε ρ μα τ  λγεβρα  

θ π βαθ α
α ρ β ρ

διατυπώνεται στην αρχή διστακτικά, καθώς οι μιγαδικοί δε θεωρούνται ακόμη ισότιμοι 
προς τους υπόλοιπους αριθμούς.  . , στο βιβλίο  της   (  
γράφει ότι  κάθε ε ίσωση μπορεί να έχει τόσες διαφορετικές ρί ες όσες και οι διαστάσεις 
δηλ. ο βαθμός  της άγνωστης ποσότητας στην ε ίσωση , αλλά ονομά ει τις θετικές ρί ες 

α )  )συν(21 θ
z

z  β )  )ημ (21 θi
z

z .  
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αληθινές , τις αρνητικές ψεύτικες  και εισάγει για πρώτη φορά τον όρο φανταστικές  
για τις υπόλοιπες

π ρ α θ ρ   x   x   0  0 ρ
ρ π ρ α πρα α ρ α παρα
α α

Το θεμελιώδες θεώρημα της Άλγεβρας άρχισε να αποκτά ε αιρετική σημασία με την ανάπτυ η 
της Ανάλυσης, καθώς η παραγοντοποίηση των πολυωνύμων έπαι ε πρωταρχικό ρόλο στον 
υπολογισμό ολοκληρωμάτων (διάσπαση ρητών κλασμάτων σε απλά κλάσματα .  . . 

 έθεσε το 0  αυτό το ήτημα ισχυρι όμενος (λαθεμένα  ότι το πολυώνυμο x   α  
δεν αναλύεται σε γινόμενο παραγόντων ου ή ου βαθμού με πραγματικούς συντελεστές. 
Το γεγονός αυτό οδήγησε στις πρώτες συστηματικές προσπάθειες να αποδειχτεί ότι κάθε 
πολυώνυμο με πραγματικούς συντελεστές αναλύεται σε γινόμενο παραγόντων ου ή ου 
βαθμού, που αποτελεί μια άλλη ισοδύναμη μορφή του θεμελιώδους θεωρήματος. στερα 
από ορισμένες ημιτελείς προσπάθειες των  ( , .  (  και . . 

 ( , ο . .  έδωσε την πρώτη αυστηρή απόδει η το  (σε ηλικία  
χρονών , στη διδακτορική του διατριβή που είχε τίτλο  έα απόδει η του θεωρήματος 
ότι κάθε ακέραια ρητή συνάρτηση μιας μεταβλητής μπορεί να αναλυθεί σε πραγματικούς 
παράγοντες πρώτου και δεύτερου βαθμού .

Η Ε    1

νωρί ουμε ότι στο σύνολο των πραγματικών αριθμών η ε ίσωση z =  έχει μια λύση, την 
z  =  , αν ο  είναι περιττός και δύο λύσεις, τις z  =   και z  =   , αν ο  είναι άρτιος.

Ας λύσουμε τώρα στο σύνολο c των μιγαδικών αριθμών μερικές ε ισώσεις της μορφής z
, όπου  θετικός ακέραιος. Έχουμε

δηλαδή η ε ίσωση έχει στο c τρεις ρί ες.

δηλαδή η ε ίσωση έχει στο σύνολο c τέσσερις λύσεις.

 

0)1) (1(011 233 zzzzz  

01z  ή  012 zz  

1z  ή  
2

31 iz  ή  
2

31 iz ,  

 0)1) (1(011 2244 zzzz  

012z  ή  012z  

1z  ή  iz  ή  iz  ή  iz ,  
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ενικά ισχύει το επόμενο θεώρημα

το σύνολο των μιγαδικών αριθμών η ε ίσωση z   , όπου  θετικός ακέραιος, έχει 
 ακριβώς διαφορετικές λύσεις, οι οποίες δίνονται από τον τύπο

2 2 .

Ο ΕΙ Η

Έστω r (συνθ  ημθ  μια λύση, σε τριγωνομετρική μορφή, της ε ίσωσης z .

Τότε,

r (συνθ  ημθ  =  ,

οπότε    r (συν( θ   ημ( θ  =  συν0  ημ0

Άρα, r    και θ  0 =  π, για κάποιο , οπότε r  =   και πθ 2 . 

Επομένως, οι λύσεις της ε ίσωσης z , θα είναι της μορφής

πiπz 2ημ2συν ,   .           (

Αλλά και α ρ , κάθε μιγαδικός της μορφής πiπz 2ημ2συν ,  είναι 
λύση της ε ίσωσης z , αφού 

1)2(ημ)2(συν2ημ2συν πiππiπz .

Άρα, οι λύσεις της ε ίσωσης z  είναι όλοι οι αριθμοί της μορφής

πiπz 2ημ2συν , .           (

ια  =  0 έχουμε την προφανή λύση z 0  =  .

Αν θέσουμε πiπz 2ημ2συν1 , τότε για τις ρί ες της z , θα ισχύει

πiππiπz 2ημ2συν2ημ2συν , .
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Είναι λοιπόν

z 0    =     z      =       =  

z 1   =     z + 1  =  + 1  =        =  

z       =  2    z + 2   =  ν   =    2     =  2   κ.τ.λ.
.    .
.    .
.    .
z – 1 =  – 1                  z 2 – 1  2 – 1 =    – 1 =  – 1

αρατηρούμε, λοιπόν, ότι οι λύσεις της z  =   που δίνονται από την (  δεν είναι όλες διαφορε-
τικές μετα ύ τους. α ε ετάσουμε για ποιες τιμές του  έχουμε διαφορετικές λύσεις. Επειδή για 
κάθε  υπάρχουν ακέραιοι ρ και  τέτοιοι, ώστε να ισχύει  =  ρ    με 0 ≤ <υ ν, έχουμε

 =  ρ  =  ( ρ   =     =  .

ηλαδή, για κάθε  η λύση z  ταυτί εται με μια από τις 

, , 2 , 3 , ..., – 1.

α δεί ουμε τώρα ότι οι λύσεις  =  0 , 1, 2 , 3 , ..., – 1 είναι διαφορετικές μετα ύ τους. 
Έστω ότι δε συμβαίνει αυτό. Τότε θα υπάρχουν φυσικοί 1, 2  με  210 , τέτοιοι, 
ώστε 1 =  2 , οπότε θα έχουμε διαδοχικά

π
i

ππ
i

π 2211 2
ημ

2
συν

2
ημ

2
συν  

πππ 222 11 ,   

21 ,

Από την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι ο ακέραιος  διαιρεί τη διαφορά 1  2 . Αυτό 
όμως είναι άτοπο, αφού 0  1  2   . Επομένως, οι λύσεις της ε ίσωσης z   είναι οι 
διαφορετικοί αριθμοί 

1, , 2, 3, ..., – 1 , όπου 
ν
π

ν
πω 2μ2συν i .

ι λύσεις αυτές λέγονται και νιοστ  ρί ε  τ  μον δα .  

ι εικόνες 0 , 1, 2 , ..., – 1 των λύσεων , 
, 2 , 3 , ..., – 1 της ε ίσωσης z    είναι 

κορυφές κανονικού πολυγώνου με  πλευρές, 
εγγεγραμμένου σε κύκλο με κέντρο (0, 0  
και ακτίνα r  =  . ιο συγκεκριμένα

  κορυφή 0  παριστάνει τη λύση .

   για κάποιο 

   για κάποιο .
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    επόμενη κορυφή  παριστάνει τη λύση πiπ 2ημ2συν .

    κορυφή  παριστάνει την  και προκύπτει από την  με στροφή του διανύσματος    1O A  

κατά γωνία  π2 , δηλαδή κατά γωνία ίση με την κεντρική γωνία του κανονικού γωνου.

    κορυφή  παριστάνει την  και προκύπτει από την  με στροφή του διανύσματος 
 

1O A  κατά γωνία π22  κτλ.

Η Ε   =     
Έστω  =  συν  + i μ  μια τριγωνομετρική μορφή του μιγαδικού . Τότε από τον τύπο 
του   έχουμε  

ν
ν

ν
θ

ν
θρ συν i μa .

Αν θέσουμε 
 θiθρz ημσυν0  , τότε η ε ίσωση z  =   γράφεται zz 0 ή, ισοδύναμα,

 
1

0z
z

Επομένως, το   
0z
z μπορεί να πάρει τις  διαφορετικές τιμές

, , , , ..., , όπου πiπ 2ημ2συν ,

οπότε οι λύσεις της ε ίσωσης z  =   είναι οι αριθμοί

πiπθiθρzz 2ημ2συνημσυν0

Αποδεί αμε λοιπόν ότι
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το σύνολο των μιγαδικών αριθμών η ε ίσωση z ν =  , όπου  θετικός ακέραιος και 
 =  ρ(συνθ  ημθ , ||ρ a , έχει  διαφορετικές λύσεις οι οποίες δίνονται από τον 

τύπο

.

ι εικόνες των λύσεων της ε ίσωσης z  =   στο μιγαδικό επίπεδο είναι κορυφές κανονι-
κού πολυγώνου με  πλευρές, εγγεγραμμένου σε κύκλο με κέντρο (0,0  και ακτίνα ρ ,

όπου ||ρ a .

Έστω για παράδειγμα η ε ίσωση

    )3(165 iz .                                           (

Επειδή , οι λύσεις z  της ε ίσωσης (  δίδονται από τον τύπο

ιο συγκεκριμένα οι λύσεις είναι

ι λύσεις αυτές είναι κορυφές κανονικού πενταγώνου εγγεγραμμένου σε κύκλο ακτίνας ρ  .

 Ε    Σ
πως αναφέρθηκε στην εισαγωγή, κάθε πολυωνυμική ε ίσωση P (z   0, νιοστού βαθμού, 

δηλαδή κάθε ε ίσωση της μορφής

α z   α z   ...  α z   α 0   0,            α ≠0,

3 0
ημ

3 0
συν20

πiπz ,

 
3 0

13ημ
3 0

13συν21
πiπz ,  

3 0
2 5ημ

3 0
2 5συν22

πiπz ,  

3 0
3 7ημ

3 0
3 7συν23

πiπz ,  

3 0
4 9ημ

3 0
4 9συν24

πiπz .  
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έχει στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών  ακριβώς ρί ες.

Αν z , z , , z  είναι οι ρί ες του πολυωνύμου P (z  (οι οποίες δεν είναι κατανάγκη διαφορε -
τικές , τότε αποδεικνύεται ότι το πολυώνυμο αναλύεται σε γινόμενο παραγόντων ως ε ής

P z  = z   z 1  z   z 2   z   z

Επομένως, η επίλυση πολυωνυμικών ε ισώσεων στο  c γίνεται με τις ίδιες μεθόδους που 
χρησιμοποιούνται και στο σύνολο R των πραγματικών αριθμών. 

τη συνέχεια θα περιοριστούμε σε πολυωνυμικές ε ισώσεις με πραγματικούς μόνο συ-
ντελεστές.
Έχουμε ήδη λύσει τη δευτεροβάθμια ε ίσωση, η οποία, όπως είδαμε, έχει δύο ρί ες, οι 
οποίες, αν δεν είναι πραγματικές, είναι μιγαδικές συ υγείς. Ας λύσουμε τώρα μία ανωτέρου 
βαθμού, για παράδειγμα την z   z   z     0, που είναι πολυωνυμική τρίτου βαθμού. 
Με σχήμα  έχουμε

  0320)1) (32(0353 2223 zzzzzzzz ή    =  0.

μως,

izzz 210322  ή  iz 21 .   

Άρα, οι ρί ες της ε ίσωσης είναι  i21 ,   i21 και . αι στην περίπτωση αυτή παρατη-
ρούμε ότι οι μιγαδικές ρί ες της ε ίσωσης είναι συ υγείς. Το συμπέρασμα αυτό γενικεύεται 
για οποιαδήποτε πολυωνυμική ε ίσωση με πραγματικούς συντελεστές.

 

Αν ο μιγαδικός αριθμός z 0  =  α  β  είναι ρί α μιας πολυωνυμικής ε ίσωσης με πραγ-
ματικού  συντελεστ , τότε και ο συ υγής του iβαz 0  είναι ρί α της ε ίσωσης 
αυτής.

Ο ΕΙ Η
Μια πολυωνυμική ε ίσωση, όπως γνωρί ουμε, έχει τη μορφή

α z   α z   ...  α z   α 0   0, όπου ααα , . . . ,, 10 R με α ≠0.

Αφού ο αριθμός z 0  είναι ρί α της ε ίσωσης, έχουμε κατά σειρά
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0001
1

010 αzαzαzα 
 

0001
1

010 αzαzαzα 
 , αφού α 0 , α , ..., α R .

Άρα, ο z 0  είναι και αυτός ρί α της ε ίσωσης.   

Ε ΡΜΟΓΕΣ

   ν 
ν
π

ν
2 π

ω
2

i μσυν  να αποδει τεί ότι

α   +  + 2 + 3 +  +  =   β  2 3  = .

Ο ΕΙ Η

α   Έχουμε 
 

0
1

11
1

1. . .1 132

β    

2. Να λυ εί  ε ίσ σ  x2  συν   x +  =  ν x1  x2 είναι οι ρί ε  τ  ε ίσ σ  αυτ  
να κατασκευαστεί ε ίσ σ  ου βα μού που να ει ρί ε  τι  x1 2, x .

ΛΥΣΗ

Έχουμε  0ημ4)1συν(44συν4 222 θθθ . Επομένως,

 
θiθiθθx ημσυν

2
ημ2συν2

2,1 .

 ητούμενη ε ίσωση θα είναι η

)1(. . .321132 . . .1  

2
)1(

 

2
)1(

2ημ2συν πiπ  

πiπ
2

)1(2ημ
2

)1(2συν  

πiπ )1(ημ)1(συν  

1)ημσυν( πiπ  

1)1(  
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 0)( 212
2 ννννx x x x xx .

Έχουμε

 )ημ ()συν()ημσυν(1 θiθθiθx

και

 2 ( συν ημ ) [ συν( ) ημ( ) ] συν( ) ημ( )
 )ημ ()συν( θiθ .

iiix

Επομένως

 )συν(2)ημ ()συν()ημ ()συν(21 θθiθθiθxx

και

Άρα, η ητούμενη ε ίσωση είναι η

x   συν( θ x     0.

 Να αναλυ εί σε γινόμενο πολυ νύμ ν το πολυ νυμο

P x  = x3 + x2 + x + 

 αν γν ρί ουμε ότι ει ρί α το μιγαδικό αρι μό 21 i .

ΛΥΣΗ
Αφού το P (x  έχει ρί α τον αριθμό  ix 210 , θα έχει ρί α και το συ υγή του, ix 210 .  
Επομένως, το πολυώνυμο P ( x  διαιρείται με το γινόμενο  )) (()( 00 xxxxxQ , για το 
οποίο έχουμε

Αν κάνουμε τη διαίρεση του πολυωνύμου P (x  με το πολυώνυμο Q (x , βρίσκουμε πηλίκο 
x   . Επομένως είναι

P (x   (x   x   ( x   .

 ]2)1] [ (2)1[ () ]21() ] [21([)( ixixixixxQ
 22 )2()1( ix
 2212 xx
 322 xx .
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ενικά, όπως αναφέρθηκε και στην εισαγωγή, κάθε πολυώνυμο με πραγματικούς συντε-
λεστές μπορεί να γραφεί ως γινόμενο πρωτοβάθμιων και δευτεροβάθμιων παραγόντων 
με πραγματικούς συντελεστές, όπου οι δευτεροβάθμιοι παράγοντες (αν υπάρχουν  έχουν 
αρνητική διακρίνουσα.

 

ΣΚΗΣΕΙΣ

 
    α λύσετε τις ε ισώσεις και να παραστήσετε τις λύσεις στο μιγαδικό επίπεδο

α  z        β  z       γ  z   .

    α λύσετε τις ε ισώσεις

α  z  =        β   
3

4ημ
3

4συν164 iz

γ  
6

5ημ
6

5συν2 4 35 iz .

    α λύσετε τις ε ισώσεις

α  
2

)1(23 iz    β  
2

314 iz     γ  z  =   .

    α λύσετε τις ε ισώσεις

α  z   z   z       β  z   z     0.

    Αν ο μιγαδικός    είναι ρί α της ε ίσωσης

x   0x   x   0  0,

να βρείτε και τις άλλες ρί ες της.

    Αν είναι μια κυβική ρί α της μονάδος, με w ≠ , να βρείτε την τιμή της παρά -
στασης (   w   w (   w   w  

    α λύσετε την ε ίσωση

  x   x   x   x   x   0.
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    α λύσετε την ε ίσωση z   z   z     0 και να δεί ετε ότι οι εικόνες των ρι ών 
είναι κορυφές ισόπλευρου τριγώνου.

 
   α λύσετε τις ε ισώσεις

α  z          β  (z     (   (z     0.

   α λύσετε την ε ίσωση z   z   z   z   z   (z     0.

   α λύσετε την ε ίσωση z     0 και στη συνέχεια να βρείτε τα τριώνυ -
μα με πραγματικούς συντελεστές που είναι παράγοντες του πολυωνύμου  
z   z   z   z   z   z   .

   το σύνολο των μιγαδικών αριθμών να βρείτε τις κοινές λύσεις των ε ισώσεων 
(z     z   z   0 και z   z     0.

   α βρείτε τους μιγαδικούς αριθμούς z , για τους οποίους ισχύει z z7 3 1.

   Αν η ε ίσωση (     (   , *  έχει πραγματική ρί α, να αποδεί ετε 
ότι 1|| p .

   ίνεται η ε ίσωση x   x     0 με ρί ες τις x  και x .

α  α υπολογίσετε τις τιμές των παραστάσεων x   x , x x  και x x1
2

2
2 .

β  Αν η ε ίσωση x     q   0 έχει ως ρί ες τις  x 1
2 και x , να βρείτε τις τιμές των 

 και q .

   α  α λύσετε την ε ίσωση

συν θ· z   συνθ· z   (   συν θ   0,    
 

22
.

β   α αποδεί ετε ότι καθώς το θ μεταβάλλεται στο διάστημα 
2

,
2

, οι εικόνες 
των λύσεων της ε ίσωσης κινούνται σε μια υπερβολή.

    α λύσετε την ε ίσωση

x   x   x     0.
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ΓΕ ΙΚΕΣ ΣΚΗΣΕΙΣ

   ίνεται η συνάρτηση   με 
 

zz
zzzf )1) (1()(  με z c και 0)R e ( ≠z .

α  α αποδεί ετε ότι )(1 zf
z

f .

β   Έστω α, β δυο (σταθεροί  πραγματικοί αριθμοί διαφορετικοί από το 0. α βρείτε 
το είδος της καμπύλης στην οποία ανήκουν τα σημεία (x , y , με x ≠0, για τα 
οποία οι μιγαδικοί αριθμοί z  =  α  β ικανοποιούν τη σχέση ( f ( z   0.

   εωρούμε τους μιγαδικούς z , w  και w , για τους οποίους ισχύουν  w   z    και
 

iw 1
1 , όπου α R * . α δεί ετε ότι αν το α μεταβάλλεται στο R * και ισχύει

 1ww , τότε η εικόνα P  του z  στο μιγαδικό επίπεδο κινείται σε μια υπερβολή.

   εωρούμε τους μιγαδικούς z       (   , R.

α   α βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικ όνων του μιγαδικού z

β    α βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων του μιγαδικού w  για τον οποίο 
ισχύει w   z   (    

γ  α βρείτε το μιγαδικό z  που έχει την πλησιέστερη εικόνα στην αρχή (0, 0 .

   α γραμμοσκιάσετε το τμήμα του μιγαδικού επιπέδου που ορί ουν οι εικόνες των 
μιγαδικών z , για τους οποίους ισχύει

α    |||12| izz    β   )R e (1|1| zz .

   α αποδεί ετε ότι αν οι μιγαδικοί z , z , , z  έχουν τις εικόνες τους στο ίδιο ημιεπίπε -
δο μιας ευθείας που διέρχεται από την αρχή (0, 0 , τότε ισχύει  0. . .21 ≠zzz .

   α αποδεί ετε ότι οι εικόνες των λύσεων της ε ίσωσης (   z  =  z  είναι σημεία 

της ευθείας  
2
1x .
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7.    Αν το τριώνυμο α   β    με πραγματικούς συντελεστές και α ≠ 0  δεν έχει 
πραγματικές ρί ες, να αποδεί ετε ότι

α    ια οποιουσδήποτε πραγματικούς αριθμούς  και  ισχύει

(α   β   (α   β    > 0.

β    ια οποιουσδήποτε συ υγείς μιγαδικούς z  και z  διαφορετικούς από τις ρί ες 
του τριωνύμου ισχύει επίσης

 2 2
1 1 2 2( ) ( ) 0z z z z .

   νωρί οντας ότι για τις νιοστές ρί ες της μονάδας , z , z , , z  ισχύει   z   
z     z   0, να αποδεί ετε τις ταυτότητες

α )  0)12 (ημ. . .6ημ4ημ2ημ ππππ ,  

β )  1)12 (συν. . .6συν4συν2συν ππππ .  

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ Κ Τ ΟΗΣΗΣ

   α βάλετε σε κύκλο τη σωστή απάντηση

   Αν στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών ισχύει    =  0, τότε 

Α.  =  0    .  =  0

.  =   =  0   . Τίποτα από τα προηγούμενα.

  αριθμός z   (   0  (   0 είναι

Α. ανταστικός   . Μηδέν

. ραγματικός   . Τίποτα από τα προηγούμενα.

   οιες από τις επόμενες ισότητες αληθεύουν για κάθε μιγαδικό z  

22 zz

z z

2zzz 2zzz

.

Α . .

Ε.

.

zzz 2 2

   ύμφωνα με τη συνθήκη που ικανοποιούν οι μιγαδικοί z  και αναφέρεται στην 
πρώτη στήλη, να τους αντιστοιχίσετε στην ευθεία της δεύτερη στήλης που ανήκει 
η εικόνα τους
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                   υν κ                                                         υ εία

   α αντιστοιχίσετε κάθε μιγαδικό z  της πρώτης στήλης στο όρισμά του της δεύ -
τερης στήλης

    ιγαδικό   k              ρισμα

   α βάλετε σε κύκλο τις σωστές απαντήσεις. 
 αριθμός των πραγματικών ρι ών μιας πολυωνυμικής ε ίσωσης ου βαθμού με 

πραγματικούς συντελεστές μπορεί να είναι

Α.            .             .             .             Ε.  

   α γράψετε τους μιγαδικούς που έχουν ως 
εικόνες τα σημεία Α, ,  και  του διπλανού 
σχήματος

Α  

A . iziz

B . 11 zz

. izz

. izz 1

1

α . x = 1

β . y y

γ . y = x

δ . y = ‒ x

ε . x x

Α . k + k α . 4 5

. k ‒ k β . 2 2 5

. k ‒ k γ . 4 5

. ‒

‒

k + k δ . 18 0

ε . 6 0

. 13 5

i

i

i

i
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   Αν z  είναι ο μιγαδικός που έχει ως ει -
κόνα το Α, να αντιστοιχίσετε κάθε μι-
γαδικό της πρώτης στήλης στην εικόνα 
του που αναφέρεται στη δεύτερη στήλη 
και σημειώνεται στο παρακάτω σχήμα

 Μιγαδικός  Εικόνα 

Ε

z

z
2
1

1

z
z

z
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1 . 1  Ρ ΓΜ ΤΙΚΟΙ ΡΙ ΜΟΙ

Τ     
πενθυμί ουμε ότι το σύνολο R των πραγματικών αριθμών αποτελείται από τους ρητούς 

και τους άρρητους αριθμούς και παριστάνεται με τα σημεία ενός ά ονα, α
π ρα α αρ θ  ( χ. 

ητοί αριθμοί λέγονται οι αριθμοί που έχουν ή μπορούν να πάρουν τη μορφή 
α
β , όπου α, 

β ακέραιοι με β ≠ 0. Το σύνολο των ρητών αριθμών συμβολί εται με Q. 

Είναι, δηλαδή,

 =








α
β

α,β ακέραιοι με β 0≠ .

πενθυμί ουμε ότι το σύνολο των ακέραιων αριθμών είναι το

= − − −{ , , , , , , , ,...} 3 2 1 0 1 2 3 ,

ενώ το σύνολο των φυσικών αριθμών είναι το

{ , , , ,...}0 1 2 3 .

ια τα σύνολα , , Q  και R ισχύει  

⊆ ⊆ ⊆Q R.

Τα σύνολα N Z− − −{ }, { }, { }0 0 0Q  και −{ }0R  τα 
συμβολί ουμε συντομότερα με * , * , Q *  και R*  αντι-
στοίχως.

1 ΡΙΟ 
 ΣΥ Ε ΕΙ  ΣΥ ΡΤΗΣΗΣ

 x΄   x

  π  e 3

  5  4  3  2  1  0 −1 −2 −3 −5  −4

 1

R

Q
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    R
το σύνολο R των πραγματικών αριθμών ορίστηκαν οι πρά εις της πρόσθεσης και του 

πολλαπλασιασμού και με τη βοήθειά τους η αφαίρεση και η διαίρεση. ι ιδιότητες των 
πρά εων αυτών είναι γνωστές από προηγούμενες τά εις. τη συνέχεια ορίστηκε η έννοια 
της διάτα ης, οι σπουδαιότερες ιδιότητες της οποίας είναι οι

  
 

 Αν α,β∈R με α  β, τότε ονομά ουμε διαστ ματα  
με κρα τα   καθένα από τα παρακάτω σύνολα

             ανοικτό δι στ μα

               κλειστό δι στ μα

                κλειστό ανοικτό δι στ μα

                            ανοικτό κλειστό δι στ μα.

1) Αν βα ≥  και γβ ≥ ,  τότε γα ≥  

2) γβγαβα +≥+⇔≥  

3) 
, όταν 0

ενώ
, όταν 0

α β αγ βγ γ

α β αγ βγ γ

≥ ⇔ ≥ >


 ≥ ⇔ ≤ <

. 

4) 

Αν και , τότε
και

Aν και , τότε .
0

α β γ δ
α β γ δ

α, β, γ, δ

α γ β δ

αγ βδ

≥ ≥ + ≥ +
 ≥ ≥ 
   ≥  

  > 

 

5) Αν 0≥α,β  και *ν∈N , τότε ισχύει η ισοδυναμία: 

νν βαβα ≥⇔≥  

6) )0και0(0 ≠≥⇔≥ βαβ
β
α  

7) Αν αβ > 0, τότε ισχύει η ισοδυναμία 

βα
βα 11

≤⇔≥ . 

 

  R

R

R

R
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 Αν α R, τότε ονομά ουμε μ  ραγμ να διαστ ματα με κρο το  καθένα από τα 
παρακάτω σύνολα

R

R

R

R

πό μορφή διαστήματος το σύνολο R το συμβολί ουμε με ( , )−∞ +∞ .

Τα σημεία ενός διαστήματος , που είναι διαφορετικά από τα άκρα του, λέγονται εσ
τερικ  σ μεία του .

   
 απόλυτ  τιμ  ενός πραγματικού αριθμού α, που συμβολί εται με | |α , ορί εται ως 

ε ής

εωμετρικά, η απόλυτη τιμή του α παριστάνει την απόσταση του αριθμού α από το μη-
δέν,

ενώ η απόλυτη τιμή του α  β παριστάνει την απόστασ  τ ν αρι μ ν  και .

Μερικές από τις βασικές ιδιότητες της απόλυτης τιμής είναι οι ε ής





<−
≥

=
0αν,
0αν,

||
αα
αα

α

1) 22|| αα =  2) ||2 αα =  

3) |||||| βααβ ⋅=  4) 
||
||

β
α

β
α

=  

5) |||||||||| βαβαβα +≤+≤−  6) δxxδxδxx +<<−⇔<− 000 || ,  0>δ  
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Ε ΡΜΟΓΗ
Να γρα ούν υπό μορ  διαστ ματο   ν σ  διαστ μ τ ν τα σύνολα

i) 






 ≤= 11A  ii) 









<−= 12A 1 . x
x

x
x

ΛΥΣΗ

 Είναι 1 1 0 1 1
x x

≤ ⇔ ≤ −

⇔ ≤
−0 1x
x

⇔ − ≥x x( )1 0  και x ≠ 0

⇔ <x 0  ή x .

Άρα A = −∞ ∪ +∞( , ) [ , )0 1 .

 Είναι 1 2 1 1 1 2 1
x x

− < ⇔ − < − <

⇔ < <1 1 3
x

⇔ > >1 1
3

x .

Άρα A = 







1
3

1, .

1 . 2  ΣΥ ΡΤΗΣΕΙΣ

Η    

 έννοια της συνάρτησης είναι γνωστή από προηγούμενες τά εις. την παράγραφο αυτή 
υπενθυμί ουμε τον ορισμό της πραγματικής συνάρτησης με πεδίο ορισμού ένα υποσύ-
νολο του R, επαναλαμβάνουμε γνωστές έννοιες και τέλος ορί ουμε πρά εις μετα ύ των 
πραγματικών συναρτήσεων.
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Έστω  ένα υποσύνολο του R. νομά ουμε πραγματικ  συν ρτ σ  με πεδίο 
ορισμού το  μια διαδικασία (κανόνα  f  , με την οποία κάθε στοιχείο x Ax Ax A αντι-
στοιχί εται σε ένα μόνο πραγματικό αριθμό y . Το y  ονομά εται τιμ  τ   f  στο x 
και συμβολί εται με f ( x) .

ια να εκφράσουμε τη διαδικασία αυτή, γράφουμε

f A: → R

x f x( ).

   Το γράμμα x , που παριστάνει οποιοδήποτε στοιχείο του  λέγεται ανε ρτ τ  μετα
βλ τ , ενώ το γράμμα y , που παριστάνει την τιμή της  f   στο x , λέγεται ε αρτ μ ν  
μεταβλ τ

   Το πεδίο ορισμού  της συνάρτησης  f   συνήθως συμβολί εται με D  .

   Το σύνολο που έχει για στοιχεία του τις τιμές της  f   σε όλα τα x A, λέγεται σύνολο 
τιμ ν της  f   και συμβολί εται με  ( A ) . Είναι δηλαδή

f A y y f x( ) { | ( )  για κάποιο x A} .

τα επόμενα και σε όλη την έκταση του βιβλίου 

   α ασχοληθούμε μόνο με συναρτήσεις που έχουν πεδίο ορισμού δι στ μα ή ν σ  
διαστ μ τ ν.

   ταν θα λέμε ότι  συν ρτ σ   είναι ορισμ ν  σ  να σύνολο  θα εννοούμε 
ότι το  είναι υποσύνολο του πεδίου ορισμού της. την περίπτωση αυτή με  (B  θα 
συμβολί ουμε το σύνολο των τιμών της  f   σε κάθε x B. Είναι δηλαδή

f B y y f x( ) { | ( )  για κάποιο x B} .

Σ  

Είδαμε παραπάνω ότι για να οριστεί μια συνάρτηση  f   αρκεί να δοθούν δύο στοιχεία

 το πεδίο ορισμού της και

 η τιμή της,  (x , για κάθε x  του πεδίου ορισμού της.

υνήθως, όμως, αναφερόμαστε σε μια συνάρτηση  f   δίνοντας μόνο τον τύπο με τον 
οποίο εκφρά εται το (x . ε μια τέτοια περίπτωση θα θ ρ βα ότι το πεδίο 
ορισμού της  f  είναι το σύνολο όλων των πραγματικών αριθμών x , για τους οποίους το 
(x  έχει νόημα. Έτσι, για παράδειγμα, αντί να λέμε δίνεται η συνάρτηση f ,:( , ]−∞ →2 R
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με f x x( ) = −4 2  θα λέμε δίνεται η συνάρτηση  f   με τύπο f x x( ) = −4 2  ή, πιο 
απλά, δίνεται η συνάρτηση f x x( ) = −4 2 , ή δίνεται η συνάρτηση y x= −4 2 .

Ε ΡΜΟΓΗ
οι  είναι το πεδίο ορισμού τ  συν ρτ σ   f   με τύπο

i) 23)(
2 +−

=  ii) ln1)( −=  xf f x xx x x

ΛΥΣΗ

  συνάρτηση  f   ορί εται, όταν και μόνο όταν

x x2 3 2 0− + ≥  και x ≠ 0 .

Το τριώνυμο όμως x x2 3 2− +  έχει ρί ες τους αριθμούς  και . Έτσι, η ανίσωση 
x x2 3 2 0− + ≥  αληθεύει, όταν και μόνο όταν

x ≤1  ή x .

Επομένως, το πεδίο ορισμού της  f   είναι το σύνολο A = −∞ ∪ ∪ +∞( , ) ( , ] [ , )0 0 1 2 .

  συνάρτηση  f   ορί εται, όταν και μόνο όταν

1 0− ≥ln x .

Είναι όμως

1 0 1− ≥ ⇔ ≤ln lnx x

⇔ ≤ln lnx e

⇔ < ≤0 x e .

Επομένως, το πεδίο ορισμού της  f   είναι το σύνολο   (0, e .

Γ   
Έστω f  μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού  και O x y  ένα σύστημα συντεταγμένων στο 
επίπεδο. Το σύνολο των σημείων (x , y  για τα οποία ισχύει y   (x , δηλαδή το σύνολο 
των σημείων (x , f ( x , x A, λέγεται γρα ικ  παρ στασ  της  f   και συμβολί εται 
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συνήθως με C  .  ε ίσωση, λοιπόν, y   (x  επαληθεύεται μόνο από τα σημεία της C . 
Επομένως, η y   (x  είναι η ε ίσωση της γραφικής παράστασης της  f .

Επειδή κάθε x A αντιστοιχί εται σε ένα μόνο y ∈ R , δεν υπάρχουν σημεία της γρα-
φικής παράστασης της  f   με την ίδια τετμημένη. Αυτό σημαίνει ότι κάθε κατακόρυφη 
ευθεία έχει με τη γραφική παράσταση της  f   το πολύ ένα κοινό σημείο ( χ. α .

Έτσι, ο κύκλος δεν αποτελεί γραφική παράσταση συνάρτησης ( χ. β .

ταν δίνεται η γραφική παράσταση C f   μιας συνάρτησης  f , τότε

α    Το πεδίο ορισμού της  f   είναι το σύνολο  των τετμημένων των σημείων της C .

β    Το σύνολο τιμών της  f   είναι το σύνολο (A  των τεταγμένων των σημείων της C .

γ     τιμή της  f   στο x A0  είναι η τεταγμένη του σημείου τομής της ευθείας x   x 0  και 
της C f  ( χ. .

  

ταν δίνεται η γραφική παράσταση C , μιας συνάρτησης  f   μπορούμε, επίσης, να σχεδι-
άσουμε και τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων  f  και | |f .
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α     γραφική παράστασης της συνάρτησης 
 f  είναι συμμετρική, ως προς τον ά ονα 

, της γραφικής παράστασης της  f , γιατί 
αποτελείται από τα σημεία (x ,  (x  
που είναι συμμετρικά των (x , (x , ως 
προς τον ά ονα . ( χ. .

β     γραφική παράσταση της | |f  αποτε-
λείται από τα τμήματα της C f  που βρί-
σκονται πάνω από τον ά ονα  και από 
τα συμμετρικά, ως προς τον ά ονα , 
των τμημάτων της C f  που βρίσκονται 
κάτω από τον ά ονα αυτόν. ( χ. 0 .

Μ   
την παράγραφο αυτή δίνουμε τις γραφικές παραστάσεις μερικών βασικών συναρτήσε-

ων, τις οποίες γνωρίσαμε σε προηγούμενες τά εις.

 πολυ νυμικ  συν ρτ σ    x  =   + 

 πολυ νυμικ  συν ρτ σ    x  = 2  α ≠ 0.
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 πολυ νυμικ  συν ρτ σ     x  =  3  α ≠ 0.

 ρ τ  συν ρτ σ  f x α
x( ) =  α ≠ 0 .

ι συναρτ σει  f x x( ) =  g x | |( ) = x .

Επειδή g x
x

x

x
x

( )
,
,

=
−






<
≥

0
0

, η γραφική παράσταση της y x| |  αποτελείται απο δύο  
 
κλάδους.  ένας είναι η γραφική παράσταση της y x  και ο άλλος η συμμετρική της 
ως προς τον ά ονα .
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ι τριγ νικ  συναρτ σει  f ( x  = μx  f ( x  = συνx  f ( x  = ε x.

πενθυμί ουμε ότι, οι συναρτήσεις  (x   ημx  και (x   συνx  είναι περιοδικές με 
περίοδο   π, ενώ η συνάρτηση  ( x   εφx  είναι περιοδική με περίοδο   π.

Η εκθετική συνάρτηση f(x) = αx, 10 ≠< α .
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πενθυμί ουμε ότι

αν α > 1, τότε: 21
21 αα <⇔<  

ενώ  
αν 0 < α < 1, τότε: 21

21 αα >⇔< .  x x

xxx

x x

x

 λογαρι μικ  συν ρτ σ   f ( x  = αx  0 1< ≠α .

πενθυμί ουμε ότι

ι παραπάνω τύποι ισχύουν με την προ πόθεση ότι τα χρησιμοποιούμενα σύμβολα 
έχουν νόημα.
Με τη βοήθεια των παραπάνω γραφικών παραστάσεων μπορούμε να σχεδιάσουμε τις 
γραφικές παραστάσεις ενός μεγάλου αριθμού συναρτήσεων, όπως στην παρακάτω 
εφαρμογή.

1) αα =⇔=log  4) logα(x1x2) = logαx1 + log x2  

2) logααx = x  α α =log  5) 21
2

1 logloglog

α

ααα −=







 

3) logαα = 1  logα1 = 0 6) 11 loglog κ α
k

α =  

7) αν α > 1,  2121 loglog αα <⇔<   

 

αν 0 < α <1,  2121 loglog αα >⇔< .  

8) αx

x

 = ex lnα, αφού α = elnα. 

x y y x

x

x x

x x x x

x x

x
x xx

x x

και

και

ενώ

τότε:

τότε:
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Ε ΡΜΟΓΗ
Να παραστ σετε γρα ικ  κ ε μια από τι  παρακ τ  συναρτ σει

i) ||)( = ,  ii) 
||

)(g 1
= , iii) 

−
h(x) =

x
1

1
. x xf x

x

ΛΥΣΗ

     Αρχικά παριστάνουμε γραφικά τη συνάρτηση 
(x   x  και έπειτα την  |)(|)( xφxf = .

    Αρχικά παριστάνουμε γραφικά τη συνάρτη

ση φ x x( ) = 1
 και έπειτα την ( .

   Επειδή h (x   g (x   , η γραφική παρά-
σταση της h  προκύπτει, αν μετατοπίσουμε 
τη γραφική παράσταση της g  κατά μία 
μονάδα προς τα δε ιά.

Ι  
Έστω οι συναρτήσεις

f x x x
x

( ) =
+
+

3

2 1
    και    g ( x   x .
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αρατηρούμε ότι

 οι συναρτήσεις  f   και g  έχουν κοινό πεδίο ορισμού το σύνολο A   R και

 για κάθε x A  ισχύει f ( x   g ( x , αφού

f x x x
x

x x
x

x g x( ) ( ) ( )=
+
+

=
+

+
= =

3

2

2

21
1

1
.

την περίπτωση αυτή λέμε ότι οι συναρτήσεις  f   και g  είναι ίσες. ενικά

ύο συναρτήσεις  f   και g  λέγονται ίσε  όταν
 έχουν το ίδιο πεδίο ορισμού  και
 για κάθε x Ax Ax A ισχύει  f ( x   g ( x .

ια να δηλώσουμε ότι δύο συναρτήσεις  f   και g  είναι ίσες γράφουμε f   g .

Έστω τώρα  f , g  δύο συναρτήσεις με πεδία 
ορισμού ,  αντιστοίχως και  ένα υπο
σύνολο των  και . Αν για κάθε x Γ∈  
ισχύει f ( x   g ( x , τότε λέμε ότι οι συναρ-
τήσεις  και g είναι ίσε  στο σύνολο Γ. 
( χ. 

ια παράδειγμα, οι συναρτήσεις

f x x
x

( ) =
−
−

2 1
1

 και g x x x
x

( ) =
+2

,

που έχουν πεδία ορισμού τα σύνολα A = −{ }1R  και B = −{ }0R  αντιστοίχως, είναι ίσες 
στο σύνολο Γ = −{ , }0 1R , αφού για κάθε x Γ∈  ισχύει

f ( x   g ( x   x   .

  
Έστω οι συναρτήσεις 

f x x( ) = −1 , g x x( )  

και οι

 φ  x x1 1( ) = − +x , x x1= − −φ  2( )x , x x1= − ⋅φ  3( )x , x
x

1
=

−φ  4( )x .

αρατηρούμε ότι

α    Το πεδίο ορισμού των ,  και  είναι το σύνολο 0, , που είναι η τομή των πεδίων 
ορισμού A = −∞( , ]1  και B = +∞[ , )0  των f , g , ενώ το πεδίο ορισμού της  είναι το 
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σύνολο ( , ]0 1 , που είναι η τομή των ,  αν ε αιρέσουμε τα x  για τα οποία ισχύει g (x  
 0, και

β  (x   f ( x   g ( x , (x   f ( x   g (x , (   f ( x g (x , x f x
g x4 ( ) ( )

( )
=φ .

Τις συναρτήσεις , ,  και  τις λέμε άθροισμα, διαφορά, γινόμενο και πηλίκο 
αντιστοίχως των  f , g . ενικά

ρί ουμε ως ροισμα  f  + g  δια ορ  f   g  γινόμενο f g  και π λίκο 
f
g  δύο συνα

ρτήσεων f , g  τις συναρτήσεις με τύπους

( f   g (x   f ( x   g (x

( f   g (x   f ( x   g (x

( f g (x   f ( x g (x

f
g

x f x
g x









 =( ) ( )

( )
.

Το πεδίο ορισμού των f   g , f   g  και f g  είναι η τομή A B  των πεδίων ορισμού  και  

 των συναρτήσεων f  και g  αντιστοίχως, ενώ το πεδίο ορισμού της 
f
g

 είναι το A B, 

ε αιρουμένων των τιμών του x  που μηδενί ουν τον παρονομαστή g (x , δηλαδή το σύνολο

{ |x x A  και x B , με g x( ) }≠ 0 .

Σ  
Έστω η συνάρτηση φ x( ) = −1x .  τιμή της  στο x  μπορεί να οριστεί σε δύο φάσεις 
ως ε ής

α  το x ∈R αντιστοιχί ουμε τον αριθμό y   x    και στη συνέχεια

β  στο y   x    αντιστοιχί ουμε τον αριθμό y x= − , εφόσον y x= − ≥1 0.

τη διαδικασία αυτή εμφανί ονται δύο συναρτήσεις
α  η f ( x   x   , που έχει πεδίο ορισμού το σύνολο A   R α  και
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β  η g y y( ) , που έχει πεδίο ορισμού το σύνολο B = +∞[ , )0  β .

Έτσι, η τιμή της στο x  γράφεται τελικά 

(x   g ( f ( x .

 συνάρτηση  λέγεται σύνθεση της με την και συμβολί εται με g f .

Το πεδίο ορισμού της  δεν είναι ολόκληρο το πεδίο ορισμού  της  f , αλλά περιορί-
εται στα x A  για τα οποία η τιμή  f ( x  ανήκει στο πεδίο ορισμού  της g , δηλαδή 

είναι το σύνολο A 1 1= +∞[ , ). ενικά

Αν f , g  είναι δύο συναρτήσεις με πεδίο ορισμού ,  αντιστοίχως, τότε ονομά ουμε 
σύν εσ  τ   f  με τ ν g , και τη συμβολί ουμε με g fg fg f , τη συνάρτηση με τύπο

( )( ) ( ( ))g f( )g f( ) x g( )x g( ) f x( (f x( (( )g f( )( )g f( ) x gx g .

Το πεδίο ορισμού της g f  αποτελείται από όλα τα στοιχεία x  του πεδίου ορισμού της  f  
για τα οποία το  f ( x  ανήκει στο πεδίο ορισμού της g . ηλαδή είναι το σύνολο

A x A f x B1 = ∈ ∈{ | ( ) } .

Είναι φανερό ότι η g f  ορί εται αν A ≠ ∅, δηλαδή αν f A B( ) ∩ ≠ ∅.

τη συνέχεια και σε όλη την έκταση του βιβλίου, θα ασχοληθούμε μόνο με συναρτήσεις 
που οι συνθέσεις τους έχουν πεδίο ορισμού δι στ μα ή ν σ  διαστ μ τ ν

Ε ΡΜΟΓΗ

στ  οι συναρτ σει     x και g x x( ) =  Να βρείτε τι  συναρτ σει

 g f                        f g.
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ΛΥΣΗ

 συνάρτηση  f   έχει πεδίο ορισμού το Df = +∞( , )0 , ενώ η g  το Dg = +∞[ , )0 .

 ια να ορί εται η παράσταση g ( f ( x  πρέπει

x Df            και          f x Dg( )                                       (

ή, ισοδύναμα,
x

f x
x
x

x
x

x
>
≥





⇔
>
≥





⇔
>
≥





⇔ ≥
0
0

0
0

0
1

1
( ) ln

,

δηλαδή πρέπει x . Επομένως, ορί εται η g f και είναι

( )( ) ( ( )) (ln ) lng f x g f x g x x , για κάθε x ∈ + ∞[ )1 .

 ια να ορί εται η παράσταση  f ( g (x  πρέπει

x Dg  και g x Df( )

ή, ισοδύναμα,
x

g x
x

x
x
x

x
≥
>





⇔
≥

>






⇔

≥
>





⇔ >
0
0

0

0
0
0

0
( )

,

δηλαδή πρέπει x 0 . Επομένως, ορί εται η f g  και είναι

( )( ) ( ( )) ( ) lnf g x f g x f x x , για κάθε x ∈ + ∞( )0 .

 την παραπάνω εφαρμογή παρατηρούμε ότι g f f g� �≠ . ενικά, αν f , g  είναι δύο 
συναρτήσεις και ορί ονται οι g f  και f g , τότε αυτές α π ρ
ίσες.

 Αν f , g , h  είναι τρεις συναρτήσεις και ορί εται η h g f( ) , τότε ορί εται και η 
( )h g f  και ισχύει

h g f h g f( ) ( ) .

Τη συνάρτηση αυτή τη λέμε σύνθεση των f , g  και h  και τη συμβολί ουμε με h g f .  
σύνθεση συναρτήσεων γενικεύεται και για περισσότερες από τρεις συναρτήσεις.
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ΣΚΗΣΕΙΣ

 
   οιο είναι το πεδίο ορισμού των παρακάτω συναρτήσεων

 f x x
x x

( ) =
+

− +
2

3 22 ,    f x x x( ) = − + −1 23

 f x x
x

( ) =
−1 2

     f ( x   (   e x  

   ια ποιες τιμές του x ∈R  η γραφική παράσταση της συνάρτησης  f   βρίσκεται 
πάνω από τον ά ονα , όταν

 f ( x   x   x   ,    f x x
x

( ) =
+
−

1
1

,   f ( x   e x   .

   ια ποιες τιμές του x ∈R  η γραφική παράσταση της συνάρτησης  f   βρίσκεται 
πάνω από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης g , όταν

  f ( x   x   x      και   g ( x   x   

 f ( x   x   x      και   g ( x   x   x   .

   ι ανθρωπολόγοι εκτιμούν ότι το ύψος του ανθρώπου δίνεται από τις συνα
ρτήσεις

(x   ,   0,  (για τους άνδρες  και

(x   , x   ,  (για τις γυναίκες

όπου x  σε εκατοστά, το μήκος του βραχίονα. ε μία ανασκαφή βρέθηκε ένα οστό 
από βραχίονα μήκους 0,  .

α  Αν προέρχεται από άνδρα ποιο ήταν το ύψος του

β  Αν προέρχεται από γυναίκα ποιο ήταν το ύψος της

   ύρμα μήκους   0  κόβεται σε δύο κομμάτια με μήκη x   και ( 0  x  . 
Με το πρώτο κομμάτι σχηματί ουμε τετράγωνο και με το δεύτερο ισόπλευρο 
τρίγωνο. α βρείτε το άθροισμα των εμβαδών των δύο σχημάτων ως συνάρτηση 
του x .

   α παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση
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   f x x
x

( ) | |
= +1 ,    f x x x( ) | |,

 f x
x
x

x
x

( )
,
,

=
− +

+




<
≥

3
1

1
1

   f x x( ) | ln | .

αι από τη γραφική παράσταση να προσδιορίσετε το σύνολο των τιμών της  f   
σε καθεμιά περίπτωση.

   α ε ετάσετε σε ποιες από τις παρακάτω περιπτώσεις είναι  f   g . τις περι-
πτώσεις που είναι f g≠  να προσδιορίσετε το ευρύτερο δυνατό υποσύνολο του 
R στο οποίο ισχύει  f ( x   g ( x .

   f x x( ) 2   και  g x x( ) = ( )2

  f x x
x x

( )
| |

=
−

+

2

2

1
 και  g x

x
( )

| |
= −1 1

 f x x
x

( ) =
−
−
1
1

  και  g x x( ) = +1.

  ίνονται οι συναρτήσεις

f x
x

( ) = +1 1  και g x x
x

( ) =
−1

.

α βρείτε τις συναρτήσεις  f   g ,  f   g ,  f g  και f
g

.

   μοίως για τις συναρτήσεις

f x x
x

( ) = +
1  και g x x

x
( ) = −

1 .

   α προσδιορίσετε τη συνάρτηση g f , αν

   f ( x   x  και g x x( ) ,    f ( x   ημx  και g x x( ) = −1 2

 f x π( ) =
4

 και g (x   εφx .

   ίνονται οι συναρτήσεις  f ( x   x    και g x x( ) = − 2 . α προσδιορίσετε τις 
συναρτήσεις g f  και f g .

   α εκφράσετε τη συνάρτηση  ως σύνθεση δύο ή περισσοτέρων συναρτήσεων, 
αν
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Α

   f ( x   ημ(x   ,    f ( x    ημ x   

 f ( x   (e x   ,    f ( x   ημ ( x .

 

   α προσδιορίσετε τη συνάρτηση   της οποίας η γραφική παράσταση είναι

  

    Ένα κουτί κυλινδρικού σχήματος έχει ακτίνα βάσης x   και όγκο  . Το 
υλικό των βάσεων κοστί ει  λεπτά του ευρώ ανά , ενώ το υλικό της κυλιν-
δρικής επιφάνειας ,  λεπτά του ευρώ ανά . α εκφράσετε το συνολικό 
κόστος ως συνάρτηση του x . όσο κοστί ει ένα κουτί με ακτίνα βάσης  

 
   το διπλανό σχήμα είναι   , 

   και   . α εκφράσετε 
το εμβαδόν του γραμμοσκιασμέ-
νου χωρίου ως συνάρτηση του  
x   , όταν το  διαγράφει το 
ευθύγραμμο τμήμα .

   Ένα ορθογώνιο  ύψους x  
 είναι εγγεγραμμένο σε ένα 

τρίγωνο βάσης   0  
και ύψους    . α εκ-
φράσετε το εμβαδό Ε και την 
περίμετρο  του ορθογωνίου ως 
συνάρτηση του x .

 α παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση

 f x x x( ) | | | |
=

+ + −1 1
2

,   f x x x( ) | |
=

+
2

ημ ημ , x π∈[ , ]0 2 .
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Από τη γραφική παράσταση της f  να προσδιορίσετε το σύνολο τιμών της σε 
καθεμιά περίπτωση.

 α βρείτε συνάρτηση  f  τέτοια, ώστε να ισχύει

   ( )( )f g x x x= + +2 2 2, για κάθε x ∈R, αν g (x   x   

  ( )( )f g x x= +1 2 , για κάθε x ∈R, αν g ( x    x

 | |= συν , για κάθε x ∈R , αν g x x( ) = −1 2 .

  ίνονται οι συναρτήσεις  f ( x   x    και g ( x   α   . ια ποια τιμή του a∈R 
ισχύει f g g f .

 ίνονται οι συναρτήσεις

f x x β
x α( ) = +
−

α , με β α≠ − 2  και g x x x( ) = − +2 1.

α αποδεί ετε ότι

α  f ( f ( x   x , για κάθε α{ }R  και

β  g ( g ( x   x , για κάθε x [ , ]0 1 .

  ι πολεοδόμοι μιας πόλης εκτιμούν ότι, όταν ο πληθυσμός  της πόλης είναι x  
εκατοντάδες χιλιάδες άτομα, θα υπάρχουν στην πόλη N x x= +10 2 2( ) χιλιάδες 
αυτοκίνητα. Έρευνες δείχνουν ότι σε t  έτη από σήμερα ο πληθυσμός της πόλης 
θα είναι t  εκατοντάδες χιλιάδες άτομα.

  α εκφράσετε τον αριθμό  των αυτοκινήτων της πόλης ως συνάρτηση του t .

 ότε θα υπάρχουν στην πόλη 0 χιλιάδες αυτοκίνητα

1 . 3  ΜΟ ΟΤΟ ΕΣ ΣΥ ΡΤΗΣΕΙΣ   
 ΤΙΣΤΡΟ Η ΣΥ ΡΤΗΣΗ

Μ  
 ι έννοιες γνησίως αύ ουσα συνάρτηση , γνησίως φθίνουσα συνάρτηση  είναι 

γνωστές από προηγούμενη τά η. υγκεκριμένα, μάθαμε ότι
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Μια συνάρτηση  f   λέγεται(

 γν σί  αύ ουσα σ  ένα α   του πεδίου ορισμού της, όταν για οποια-
δήποτε x x Δ1 2x x1 2x x1 2,1 2x x1 2x x,x x1 2x x ∈  με x   x  ισχύει

f ( x   f ( x  ( χ. α
 γν σί  ίνουσα σ  ένα α   του πεδίου ορισμού της, όταν για 

οποιαδήποτε x x Δ1 2x x1 2x x1 2,1 2x x1 2x x,x x1 2x x ∈  με x   x  ισχύει
f ( x  > f ( x  ( χ. β

 

ια να δηλώσουμε ότι η  f   είναι γνησίως αύ ουσα (αντιστοίχως γνησίως φθίνουσα  σε 
ένα διάστημα , γράφουμε f  (αντιστοίχως f .

 
ια παράδειγμα, η συνάρτηση  f ( x   x

 είναι γνησίως αύ ουσα στο [ , )0 +∞ , αφού 
για 0 1 2≤ <x x  έχουμε x x1

2
2
2, δηλαδή

f ( x   f ( x

 είναι γνησίως φθίνουσα στο ( , ]−∞ 0 , αφού 
για x x1 2 0< ≤  έχουμε 0 2 1≤ − < −x x , οπότε 
0 2

2
1
2≤ <x x , δηλαδή

f ( x  > f ( x .

Αν μια συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύ ουσα ή γνησίως φθίνουσα σ  ένα διάστημα  του 
πεδίου ορισμού της, τότε λέμε ότι η  f  είναι γν σί  μονότον  στο  την περίπτωση 
που το πεδίο ορισμού της  f  είναι ένα διάστημα  και η  f  είναι γνησίως μονότονη σ  αυτό, 
τότε θα λέμε, απλώς, ότι η  f  είναι γνησίως μονότονη.

(1) Μια συνάρτηση f λέγεται, απλώς: 
• αύξουσα σ’ ένα διάστημα Δ, όταν για οποιαδήποτε Δxx ∈21,  με x1 < x2 ισχύει 

)()( 21 xfxf ≤ .

• φθίνουσα σ’ ένα διάστημα Δ, όταν για οποιαδήποτε Δxx ∈21,  με x1 < x2 ισχύει 
)()( 21 xfxf ≥ .  
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ι έννοιες μέγιστο , ελάχιστο  συνάρτησης είναι και αυτές γνωστές από προηγούμενες 

τά εις. υγκεκριμένα μάθαμε ότι

Μια συνάρτηση  f   με πεδίο ορισμού  θα λέμε ότι
 αρουσιά ει στο x A0x A0x Ax Ax A  (ολικό  μ γιστο, το  f ( x 0 , όταν

f x f( )x f( )x f ( )x( )xx f≤x f 0( )0( ) για κάθε x Ax Ax A  ( χ. α

 αρουσιά ει στο x A0x A0x Ax Ax A  (ολικό  ελ ιστο, το f ( x 0 , όταν

f x f x( )f x( )f x ( )f x( )f x0( )0( )  για κάθε x Ax Ax A  ( χ. β .
 

ια παράδειγμα

  συνάρτηση  f ( x    x    ( χ. α  παρουσιά ει μέγιστο στο x 0   0, το  f (0   , 
αφού f x f( ) ( )≤ 0  για κάθε x ∈R.

  συνάρτηση f x x( ) | |= −1  ( χ. β  παρουσιά ει ελάχιστο στο x 0   , το  f (   0, 
αφού f( ) ( )≥ 1  για κάθε x ∈R.
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α β

  συνάρτηση f ( x   ημx  ( χ. α  παρουσιά ει μέγιστο, το y   , σε καθέ-
να από τα σημεία 2

2
kπ π

+ , k  και ελάχιστο, το y    , σε καθένα από τα σημεία 

2
2

kπ π
− , k , αφού   ημ   για κάθε x ∈R.

  συνάρτηση f ( x   x  ( χ. β  δεν παρουσιά ει ούτε μέγιστο, ούτε ελάχιστο, αφού 
είναι γνησίως αύ ουσα.

 

πως είδαμε και στα προηγούμενα παραδείγματα, άλλες συναρτήσεις παρουσιά ουν 
μόνο μέγιστο, άλλες μόνο ελάχιστο, άλλες και μέγιστο και ελάχιστο και άλλες ούτε 
μέγιστο ούτε ελάχιστο.
Το (ολικό  μέγιστο και το (ολικό  ελάχιστο μιας συνάρτησης   λέγονται ολικ  ακρότατα 
της  f .

Σ  1–1

Έστω η συνάρτηση f x
x

( ) 1
. αρατηρούμε ότι για 

οποιαδήποτε x x1 2 0, ≠  ισχύει η συνεπαγωγή  

Αν x x1 2≠ , τότε f x f x( ) ( )1 2≠ ,

που σημαίνει ότι

Τα διαφορετικά στοιχεία x x Df1 2,  έχουν πάντοτε 
διαφορετικές εικόνες .

όγω της τελευταίας ιδιότητας η συνάρτηση f x
x

( ) 1
 

λέγεται συνάρτηση  (ένα προς ένα . ενικά

Μια συνάρτηση f A: → R  λέγεται συν ρτ σ  1 – 1 , όταν για οποιαδήποτε x x A1 2x x1 2x x1 2,1 2x x1 2x x,x x1 2x x  
ισχύει η συνεπαγωγή

αν x x1 2x x1 2x x≠x x≠x xx x1 2x x≠x x1 2x x , τότε f x f( )x f( )x f ( )x( )x1 2x f1 2x fx f( )x f1 2x f( )x f ( )1 2( )x( )x1 2x( )xx f≠x fx f1 2x f≠x f1 2x f .
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Με απαγωγή σε άτοπο αποδεικνύεται ότι

Μια συνάρτηση f A: → R είναι συν ρτ σ  , αν και μόνο αν για οποιαδήποτε 
x x A1 2,  ισχύει η συνεπαγωγή

αν f ( x   f ( x , τότε x   x .

Έτσι για παράδειγμα

  συνάρτηση  f ( x   α   β, με α ≠ 0 είναι συνάρτηση . ( χ. α, β

αφού, αν υποθέσουμε ότι  f ( x    f ( x , τότε έχουμε διαδοχικά

α   β α   β

α  α

x   x .

 
    συνάρτηση  f ( x   β δεν είναι συνάρτηση  ( χ. 

γ , αφού  f ( x   f ( x   β για οποιαδήποτε x , x R. 

    συνάρτηση f ( x   x  ( χ.  δεν είναι συνάρτηση 
, αφού  f (   f (    αν και είναι  ≠ .

 Από τον παραπάνω ορισμό προκύπτει ότι μια συνάρτηση 
f  είναι , αν και μόνο αν

   ια κάθε στοιχείο y  του συνόλου τιμών της η ε ίσωση f ( x   y  έχει ακριβώς μια λύση 
ως προς x .

   εν υπάρχουν σημεία της γραφικής της παράστασης με την ίδια τεταγμένη. Αυτό 
σημαίνει ότι κάθε ορι όντια ευθεία τέμνει τη γραφική παράσταση της  f  το πολύ σε 
ένα σημείο ( χ. α .

 Αν μια συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη, τότε προφανώς, είναι συνάρτηση . 
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Α

–11 –11

Έτσι, οι συναρτήσεις f 1( x  =  α   β, α ≠ 0, f 2 ( x   
α 3 , α ≠ 0, f 3 ( x  =  αx , 0 α ≠  και  f 4 ( x  =  αx , 0 
< α ≠ , είναι συναρτήσεις . πάρχουν, όμως, 
συναρτήσεις που είναι  αλλά δεν είναι γνησίως 
μονότονες, όπως για παράδειγμα η συνάρτηση  

            ( χ. .

 
 Έστω μια συνάρτηση f A: → R. Αν υποθέσου-

με ότι αυτή είναι , τότε για κάθε στοιχείο y  
του συνόλου τιμών, f ( A , της  f   υπάρχει μοναδικό 
στοιχείο x  του πεδίου ορισμού της  για το οποίο 
ισχύει f ( x   y . Επομένως ορί εται μια συνάρτη-
ση

g f A: ( ) → R

με την οποία κάθε y f A( )  αντιστοιχί εται στο 
μοναδικό x A για το οποίο ισχύει f ( x   y .

Από τον τρόπο που ορίστηκε η g  προκύπτει ότι

 έχει πεδίο ορισμού το σύνολο τιμών f ( A  της  
f ,

 έχει σύνολο τιμών το πεδίο ορισμού  της  f  
και 

 ισχύει η ισοδυναμία

f x y g y x( ) ( )= ⇔ = .

g x
x x

x
x

( )
,

,
=

≤

>







0
1 0
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Αυτό σημαίνει ότι, αν η f  αντιστοιχί ει το x  
στο y , τότε η g  αντιστοιχί ει το y  στο x  και 
αντιστρόφως. ηλαδή η g  είναι η αντίστροφη 
διαδικασία της f . ια το λόγο αυτό η g  λέγεται 
αντίστρο  συν ρτ σ  της f  και συμβολί εται 
με f −1. Επομένως έχουμε

f x y f y x( )f x( )f x ( )y x( )y x= ⇔y f= ⇔y f y x=y x−1

οπότε

 – 1 ( f ( x  = x,  x A∈         και          (  – 1 ( y  = y,  y f A∈ ( ).

 
ια παράδειγμα, έστω η εκθετική συνάρτηση 

f ( x   αx . πως είναι γνωστό η συνάρτηση αυτή 
είναι  με πεδίο ορισμού το R και σύνολο 
τιμών το ( , )0 + ∞ . Επομένως ορί εται η αντί-
στροφη συνάρτηση   της f .  συνάρτηση 
αυτή, σύμφωνα με όσα είπαμε προηγουμένως,

 έχει πεδίο ορισμού το ( , )0 + ∞

 έχει σύνολο τιμών το R και

 αντιστοιχί ει κάθε y ∈ + ∞( , )0  στο μονάδικό x ∈ R  για το οποίο ισχύει α x   y . Επειδή 
όμως

α α
x y x y= ⇔ = log

θα είναι (y   α y . Επομένως, η αντίστροφη της εκθετικής συνάρτησης f ( x   αx , 
0 1< ≠α , είναι η λογαριθμική συνάρτηση g (x   αx . υνεπώς

x = x, x ∈ R        και      x = x   x (0, )∈ + ∞

 Ας πάρουμε τώρα μια –  συνάρτηση  f   και 
ας θεωρήσουμε τις γραφικές παραστάσεις C  και 

 των f  και της   στο ίδιο σύστημα α όνων 
( χ. . Επειδή

f x y f y x( ) ( )= ⇔ =−1 ,

αν ένα σημείο (α, β  ανήκει στη γραφική 
παράσταση C  της f , τότε το σημείο (β,α  θα 
ανήκει στη γραφική παράσταση  της   και 
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αντιστρόφως. Τα σημεία, όμως, αυτά είναι συμμετρικά ως προς την ευθεία που διχοτομεί 
τις γωνίες x O y  και . Επομένως

ι γραφικές παραστάσεις C  και C  των συναρτήσεων f  και  είναι συμμετρικές ως 
προς την ευθεία y   x  που διχοτομεί τις γωνίες x O y  και x O y .

Έτσι, οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f ( x   αx  και g (x   αx , 0 1< ≠α , 
είναι συμμετρικές ως προς την ευθεία y   x .

Ε ΡΜΟΓΗ
Να αποδει τεί ότι  συν ρτ σ   f ( x  = e 3x– 2 +  είναι 1–1  και να βρε εί  αντίστρο  
τ

ΛΥΣΗ

— Έστω x x1 2, ∈ R  με f ( x   f ( x . α δεί ουμε ότι x   x . ράγματι έχουμε διαδοχικά

f ( x   f ( x

2 1 2 13 2 3 21 2e ex x− −+ = +

2 23 2 3 21 2e ex x− −=

e ex x3 2 3 21 2− −=

x     x   

x   x

x   x .

— ια να βρούμε την αντίστροφη της  f   θέτουμε y   f ( x  και λύνουμε ως προς x . Έχουμε 
λοιπόν

f x y e yx( ) = ⇔ + =−2 13 2

⇔ = −−2 13 2e yx

⇔ =
−−e yx3 2 1
2

⇔ − =
−3 2 1
2

x yln , y
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⇔ =
−

+3 1
2

2x yln , y

⇔ =
−

+x y1
3

1
2

2
3

ln , y .

Επομένως, f y y− =
−

+1 1
3

1
2

2
3

( ) ln , y , οπότε η αντίστροφη της  f   είναι η συνάρτηση

f x x− =
−

+1 1
3

1
2

2
3

( ) ln , x .

ΣΚΗΣΕΙΣ

 

   α βρείτε ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις είναι γνησίως αύ ουσες και ποιες 
γνησίως φθίνουσες

   f x x( ) = −1     f ( x   (x     

 f ( x   e x       f ( x   (x     , x ≤1.

   α βρείτε ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις είναι  και για καθεμία απ  
αυτές να βρείτε την αντίστροφή της

   f ( x   x                                  f ( x   (   x  

  f ( x   x         f ( x   e x   

( x   (x   (x         f x e
e

x

x( ) =
−
+

1
1

 f x x( ) = −13     f x x( ) | |= −1 .

   ίνονται οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f , g ,  και .
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α βρείτε ποιες από τις συναρτήσεις  f , g , ,  έχουν αντίστροφη και για καθεμία 
απ  αυτές να χαρά ετε τη γραφική παράσταση της αντίστροφής της.

 α δεί ετε ότι

     Αν μια συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύ ουσα σε ένα διάστημα , τότε η συνάρ-
τηση f  είναι γνησίως φθίνουσα στο .

    Αν δύο συναρτήσεις  f , g  είναι γνησίως αύ ουσες σε ένα διάστημα , τότε η 
συνάρτηση  f   g  είναι γνησίως αύ ουσα στο .

   Αν δύο συναρτήσεις  f , g  είναι γνησίως αύ ουσες σε ένα διάστημα  και ισχύ-
ει  0)( xf  και  0)( xg  για κάθε  x , τότε η συνάρτηση f g  είναι γνησίως 
αύ ουσα στο .

Ανάλογα συμπεράσματα διατυπώνονται, αν οι f , g  είναι γνησίως φθίνουσες σε 
ένα διάστημα .

1 . 4  ΟΡΙΟ ΣΥ ΡΤΗΣΗΣ ΣΤΟ 0 R

Ε
 έννοια του ορίου γεννήθηκε στην προσπάθεια των μαθηματικών να απαντήσουν σε 

ερωτήματα όπως

 Τι ονομά ουμε στιγμιαία ταχύτητα ενός κινητού

 Τι ονομά ουμε εφαπτομένη μιας καμπύλης σε ένα σημείο της

 Τι ονομά ουμε εμβαδό ενός μικτόγραμμου χωρίου

τις παραγράφους που ακολουθούν, αρχικά προσεγγί ουμε την έννοια του ορίου διαι-
σθητικά , στη συνέχεια διατυπώνουμε τον αυστηρό μαθηματικό ορισμό του ορίου και 
μερικές βασικές ιδιότητές του και τέλος, εισάγουμε την έννοια της συνέχειας μιας συ-
νάρτησης.
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Η   

 Έστω η συνάρτηση 

 
1
1)(

2

x
xxf .

 συνάρτηση αυτή έχει πεδίο ορισμού το σύνολο 
 { 1}fD R  και γράφεται

 
1

1
)1) (1()( x

x
xxxf , x ≠ .

Επομένως, η γραφική της παράσταση είναι η ευθεία y   x    με ε αίρεση το σημείο 
A ( ,  ( χ. . το σχήμα αυτό, παρατηρούμε ότι

αθώς το x , κινούμενο με οποιονδήποτε τρόπο πάνω στον ά ονα x x , προσεγγί ει τον 
πραγματικό αριθμό , το  f ( x , κινούμενο πάνω στον ά ονα y y , προσεγγί ει τον πραγμα-
τικό αριθμό . αι μάλιστα, οι τιμές  f ( x  είναι τόσο κοντά στο  όσο θέλουμε, για όλα τα 
x ≠  που είναι αρκούντως κοντά στο . 

την περίπτωση αυτή γράφουμε

 2)(l i m
1

xf
x

και διαβά ουμε 

το όριο της  f ( x , όταν το x  τείνει στο , είναι .

ενικά

ταν οι τιμές μιας συνάρτησης  f  προσεγγί ουν όσο θέλουμε έναν πραγματικό αριθμό l, 
καθώς το x  προσεγγί ει με οποιονδήποτε τρόπο τον αριθμό x 0 , τότε γράφουμε

 )(l i m
0

xf
xx

και διαβά ουμε

το όριο της  f ( x , όταν το x  τείνει στο x 0 , είναι l  ή

το όριο της  f ( x  στο x 0  είναι l .
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Από τα παραπάνω σχήματα παρατηρούμε ότι

 ια να ανα ητήσουμε το όριο της  f  στο x 0 , πρέπει η   να ορί εται όσο θέλουμε κοντά 
στο x 0 , δηλαδή η  f   να είναι ορισμένη σ  ένα σύνολο της μορφής

),(),( 00 βxxα ή  ),( 0xα  ή  ),( 0 βx .  

 Το x 0  μπορεί να ανήκει στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης ( χ. α, β  ή να μην 
ανήκει σ  αυτό ( χ. γ .

  τιμή της  f  στο x 0 , όταν υπάρχει, μπορεί να είναι ίση με το όριό της στο x 0  ( χ. α  
ή διαφορετική από αυτό. ( χ. β .

 
 Έστω, τώρα, η συνάρτηση

1,5
1,1

)(
xx
xx

xf ,

της οποίας η γραφική παράσταση αποτελείται από τις 
ημιευθείες του διπλανού σχήματος.

αρατηρούμε ότι
 ταν το x  προσεγγί ει το  από αριστερά (x   , 

τότε οι τιμές της  f  προσεγγί ουν όσο θέλουμε τον 
πραγματικό αριθμό . την περίπτωση αυτή γράφουμε

 2)(l i m
1

xf
x

.

 ταν το x  προσεγγί ει το  από δε ιά (x  > , τότε οι τιμές της f  προσεγγί ουν όσο 
θέλουμε τον πραγματικό αριθμό . την περίπτωση αυτή γράφουμε

 4)(l i m
1

xf
x

.

ενικά

 ταν οι τιμές μιας συνάρτησης  f  προσεγγί ουν όσο θέλουμε τον πραγματικό αριθμό 
l , καθώς το x  προσεγγί ει το x 0  από μικρότερες τιμές (x   x 0 , τότε γράφουμε

 1)(l i m
0

xf
xx

και διαβά ουμε

το όριο της  f ( x , όταν το x  τείνει στο x 0  από τα αριστερά, είναι l .

 ταν οι τιμές μιας συνάρτησης f  προσεγγί ουν όσο θέλουμε τον πραγματικό αριθμό 
l , καθώς το x  προσεγγί ει το x 0  από μεγαλύτερες τιμές (x  > x 0 , τότε γράφουμε

2
0

)(l i m xf
xx
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και διαβά ουμε

το όριο της  f ( x , όταν το x  τείνει στο x 0  από τα δε ιά, είναι l .

  

Τους αριθμούς  )(l i m
0

1 xf
xx

 και  )(l i m
0

2 xf
xx

 τους λέμε πλευρικ  όρια της  f  στο x 0   
 
και συγκεκριμένα το l  αριστερό όριο της  f  στο x 0 , ενώ το l  δε ιό όριο της  f  στο x 0 .

Από τα παραπάνω σχήματα φαίνεται ότι

)(l i m
0

xf
xx

, αν και μόνο αν )(l i m)(l i m
00

xfxf
xxxx

ια παράδειγμα, η συνάρτηση 
 

x
xxf ||)(  ( χ.  δεν 

έχει όριο στο x 0   0, αφού

 για x   0 είναι
 

1)(
x
xxf , οπότε  1)(l i m

0
xf

x
,

ενώ

 για x  > 0 είναι 
 

1)(
x
xxf , οπότε  1)(l i m

0
xf

x
,

και έτσι

 )(l i m)(l i m
00

xfxf
xx

≠

Ο     x 0  ∈R
 τα προηγούμενα γνωρίσαμε την έννοια του ορίου διαισθητικά. Είδαμε ότι, όταν γρά-

φουμε  )(l i m
0

xf
xx

, εννοούμε ότι οι τιμές  f ( x  βρίσκονται όσο θέλουμε κοντά στο l,  

για όλα τα x ≠ x 0  τα οποία βρίσκονται αρκούντως κοντά στο x 0 . ια να διατυπώσουμε, 
τώρα, τα παραπάνω σε μαθηματική γλώσσα εργα όμαστε ως ε ής
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 τη θέση της φράσης οι τιμές  f ( x  βρίσκονται 
οσοδήποτε θέλουμε κοντά στο l  χρησιμοποιούμε 
την ανισότητα

 xf |)(| ,                        (
όπου  οποιοσδήποτε θετικός αριθμός.

 τη θέση της φράσης για όλα τα  0xx ≠  που 
βρίσκονται αρκούντως κοντά στο x 0  χρησιμοποι-
ούμε την ανισότητα

 xx ||0 0 ,                      (

όπου  είναι ένας αρκούντως μικρός θετικός αριθμός. (  ανισότητα  ||0 0xx  δηλώνει 
ότι  )0xx ≠ .

 ια να συνδέσουμε τις δυο αυτές φράσεις σύμφωνα με τον διαισθητικό ορισμό λέμε 
ότι για οποιονδήποτε θετικό αριθμό  μπορούμε να βρούμε έναν θετικό αριθμό  τέτοιον 
ώστε, αν το x  ικανοποιεί τη ( , τότε το f ( x  θα ικανοποιεί την ( . Έχουμε δηλαδή τον 
ακόλουθο ορισμό

Έστω μια συνάρτηση  f  ορισμένη σε ένα σύνολο της μορφής ),(),( 00 βxxα . α 
λέμε ότι η  f   έχει στο x 0  όριο l R, όταν για κάθε  > 0 υπάρχει  > 0 τέτοιος, ώστε 
για κάθε ),(),( 00 βxxαx , με 00 x x δ< −< −x x< −x x < , να ισχύει

xf |)(|

Αποδεικνύεται ότι, αν μια συνάρτηση f  έχει όριο στο x 0 , τότε αυτό είναι μοναδικό και 
συμβολί εται, όπως είδαμε, με  )(l i m

0
xf

xx
.

τη συνέχεια, όταν γράφουμε  )(l i m
0

xf
xx

  l, θα εννοούμε ότι υπάρχει το όριο της f  στο
x 0  και είναι ίσο με l.

υνέπεια του παραπάνω ορισμού είναι οι ακόλουθες ισοδυναμίες

( α ) )(l i m
0

xf
xx

0))((l i m
0

xf
xx

( β ) )(l i m
0

xf
xx

)(l i m 00
hxf

h

 Αν μια συνάρτηση f  είναι ορισμένη σε ένα διάστημα της μορφής (x 0 , β  και την ανι-
σότητα  xx ||0 0  την αντικαταστήσουμε με την  xxx 00 , τότε έχουμε τον 
ορισμό του  )(l i m

0

xf
xx

, ενώ αν η  f  είναι ορισμένη σε ένα διάστημα της μορφής (α, x 0  και 
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την ανισότητα  xx ||0 0  την αντικαταστήσουμε με την x 0    <  x  <  x 0 , τότε έχουμε 

τον ορισμό του  )(l i m
0

xf
xx

.

Αποδεικνύεται ότι

Αν μια συνάρτηση f  είναι ορισμένη σε ένα σύνολο της μορφής ),(),( 0 ),(), 0 ),(), 0 ),(), 0 ),(), β ),(), β ),(), ),(), xx ),(), ),(), 0 ),(), xx ),(), 0 ),(),α ),(), ),(), ),(), xx ),(), ),(), xx ),(), , 
τότε ισχύει η ισοδυναμία

)(l i m
0

xf )(l i m xf )(l i m
xx xx

)(l i m)(l i m
00

xfxf )(l i m)(l i m xfxf )(l i m)(l i m )(l i m)(l i m xfxf )(l i m)(l i m
xx xxxx xx

 Αν μια συνάρτηση  f  είναι ορισμένη σε ένα διάστημα 
της μορφής (x 0 , β , αλλά δεν ορί εται σε διάστημα της 
μορφής (α, x 0 , τότε ορί ουμε  

 )(l i m)(l i m
00

xfxf
xxxx

.

ια παράδειγμα,

            0l i ml i m
00

xx
xx

 ( χ. 

 Αν μια συνάρτηση  f   είναι ορισμένη σε ένα διάστημα 
της μορφής (α, x 0 , αλλά δεν ορί εται σε διάστημα της 
μορφής (x 0 , β , τότε ορί ουμε  

 )(l i m)(l i m
00

xfxf
xxxx

.

ια παράδειγμα,

         0l i ml i m
00

xx
xx

          ( χ. 

Αποδεικνύεται ότι το  )(l i m
0

xf
xx

 είναι ανε άρτητο των 

άκρων α, β των διαστημάτων (α, x 0  και (x 0 , β  στα 
οποία θεωρούμε ότι είναι ορισμένη η  f . 
Έτσι για παράδειγμα, αν θέλουμε να βρούμε το όριο 

της συνάρτησης 
 

1
|1|)(

x
xxf  στο x 0   0, περιορι ό-

μαστε στο υποσύνολο  )1,0()0,1(  του πεδίου ορι-
σμού της, στο οποίο αυτή παίρνει τη μορφή

 
1

1
)1()(

x
xxf .

Επομένως, όπως φαίνεται και από το διπλανό σχήμα, 
το ητούμενο όριο είναι  1)(l i m

0
xf

x
.
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τη συνέχεια, όταν λέμε ότι μια συνάρτηση  f  έχει κοντ  στο x0  μια ιδιότητα  θα εννο-
ούμε ότι ισχύει μια από τις παρακάτω τρεις συνθήκες

α    f  είναι ορισμένη σε ένα σύνολο της μορφής  ),(),( 00 βxxα  και στο σύνολο αυτό 
έχει την ιδιότητα .

β    είναι ορισμένη σε ένα σύνολο της μορφής (α, x 0 , έχει σ  αυτό την ιδιότητα , αλλά 
δεν ορί εται σε σύνολο της μορφής (x 0 , β .

γ    f  είναι ορισμένη σε ένα σύνολο της μορφής (x 0 , β , έχει σ  αυτό την ιδιότητα , αλλά 
δεν ορί εται σε σύνολο της μορφής (α, x 0 .

ια παράδειγμα, η συνάρτηση 
 

x
xxf ημ)(  είναι θετική κοντά στο x 0   0, αφού ορί εται 

στο σύνολο 
 

2
,00,

2
ππ  και είναι θετική σε αυτό.

    

Με τη βοήθεια του ορισμού του ορίου αποδεικνύεται ότι

  
 0

0
l i m xx

xx
 cc

xx 0
l i m

 πρώτη ισότητα δηλώνει ότι το όριο της ταυτοτικής συνάρτησης  f ( x   x  ( χ. α  
στο x 0  είναι ίσο με την τιμή της στο x 0 , ενώ η δεύτερη ισότητα δηλώνει ότι το όριο της 
σταθερής συνάρτησης g ( x   c  ( χ. β  στο x 0  είναι ίσο με c .
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ΣΚΗΣΕΙΣ

 

   α βρείτε το  )(l i m
0

xf
xx

και το f ( x 0 , εφόσον υπάρχουν, όταν η γραφική παράστα-

ση της συνάρτησης f  είναι

 

 

   α χαρά ετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης  f  και με τη βοήθεια αυτής 
να βρείτε, εφόσον υπάρχει, το  )(l i m

0
xf

xx
, όταν

i )  
2

65)(
2

x
xxxf ,  20x  i i )  

1,1

1,
)(

x
x

xx
xf ,  10x  

i i i )
1,1

1,
)(

2

xx

xx
xf ,  10x  i v )  

x
xxxf

2

)( ,  00x .  

   μοίως όταν

i )  
1

3 3)( 2

23

x
xxxxf ,  10x  ή  10x  

i i )  
13

169)1()(
2

x
xxxxf ,  

3
1

0x .  
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   ίνεται η συνάρτηση  f  που είναι ορισμένη στο  [ 2 , )  και έχει γραφική παρά-

σταση που φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. α ε ετάσετε ποιοι από τους επόμε-
νους ισχυρισμούς είναι αληθείς.

i ) 2)(l i m
2

xf
x

 

i i )  1)(l i m
1

xf
x

i i i )  2)(l i m
1

xf
x

 

i v )  3)(l i m
2

xf
x

 

v )  4)(l i m
3

xf
x

 

v i )  3)(l i m
4

xf
x

 

   ίνεται μια συνάρτηση  f   ορισμένη στο  ),(),( 00 βxxα , με  6)(l i m 2

0
xf

xx
 

και  xf
xx

)(l i m
0

. α βρείτε τις τιμές του R, για τις οποίες υπάρχει το 

 )(l i m
0

xf
xx

.

1 . 5  Ι ΙΟΤΗΤΕΣ ΤΩ  ΟΡΙΩ
  

ια το όριο και τη διάτα η αποδεικνύεται ότι ισχύουν τα παρακάτω θεωρήματα.

 ο

  Αν 0)(l i m
0

xf
xx

, τότε f ( x  > 0 κοντά στο x 0  ( χ. α

  Αν 0)(l i m
0

xf
xx

, τότε f ( x   0 κοντά στο x 0  ( χ. β
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 ο

Αν οι συναρτήσεις  f , g  έχουν όριο στο x 0  και ισχύει )()( xgxf  κοντά στο x 0 , τότε

)(l i m)(l i m
00

xgxf
xxxx

 

  
Τα δύο βασικά όρια  0

0
l i m xx

xx
,  cc

xx 0
l i m  και το θεώρημα που ακολουθεί διευκολύνουν 

τον υπολογισμό των ορίων.

Αν υπάρχουν τα όρια των συναρτήσεων f  και g  στο x 0 , τότε

 1.  )(l i m)(l i m) )()((l i m
000

xgxfxgxf
xxxxxx

 2. )(l i m) )((l i m
00

xfxff
xxxx

, για κάθε σταθερά R 

 3. )(l i m)(l i m) )()((l i m
000

xgxfxgxf
xxxxxx

 4.  
)(l i m

)(l i m

)(
)(l i m

0

0

0 xg

xf

xg
xf

xx

xx

xx
, εφόσον 0)(l i m

0
≠xg

xx

 5.  )(l i m|)(|l i m
00

xfxf
xxxx

 6.  k
xx

k
xx

xfxf )(l i m)(l i m
00

, εφόσον 0)( xf  κοντά στο x 0 .

ι ιδιότητες  και  του θεωρήματος ισχύουν και για περισσότερες από δυο συναρτήσεις. 
Άμεση συνέπεια αυτού είναι

xxxx
xfxf )(l i m) ]([l i m

00
,      *
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ια παράδειγμα,

xx
xx 0

0
l i m

 Έστω τώρα το πολυώνυμο
P (x   α x   α x     α x   α0  και x 0 R.

ύμφωνα με τις παραπάνω ιδιότητες έχουμε

)(l i m)(l i m 0
1

1
00

αxαxαxP
xxxx

  

0
0

1
1

00
l i m)(l i m)(l i m αxαxα

xxxxxx
  

0
0

1

0
1

0
l i ml i ml i m αxαxα

xxxxxx
  

)( 00
1

010 xPαxαxα  .  

Επομένως,
)()(l i m 0

0
xPxP

xx

ια παράδειγμα,

 4227262)276(l i m 2323

2
xxx

x
.

 Έστω η ρητή συνάρτηση  
)(
)()(

xQ
xPxf , όπου P (x , Q (x  πολυώνυμα του x  και x 0 R 

με  Q (x 0 ≠ 0. Τότε,

 

)(
)(

)(l i m

)(l i m

)(
)(l i m)(l i m

0

0

0

0

00 xQ
xP

xQ

xP

xQ
xPxf

xx

xx

xxxx
.

Επομένως,

)(
)(

)(
)(l i m

0

0

0 xQ
xP

xQ
xP

xx
, εφόσον 0)( 0 ≠xQ

ια παράδειγμα,

 
9
8

1222
42

12
4l i m

2

2

2

2

2 xx
x

x
.

ταν Q (x 0   0, τότε δεν εφαρμό εται η ιδιότητα  του παραπάνω θεωρήματος. την 
περίπτωση αυτή εργα όμαστε όπως στην εφαρμογή  , που ακολουθεί.
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Ε ΡΜΟΓΕΣ

1.  Να βρε ούν τα παρακ τ  όρια

i )   ]|| 11 )[ (l i m 392

0
x x

x
         i i )  

 
4

65l i m 2

23

2

x x x
xx

         i i i )  
 

1
23l i m

2

1 xx

x x .

ΛΥΣΗ
   Έχουμε

|1|l i m)1(l i m|1|)1(l i m 3

0

92

0

392

0
][ xxxx

xxx
 

)1(l i m)1(l i m 3

0

92

0
][ xx

xx
 

1|1|19 .  

   Επειδή  0)4(l i m 2

2
x

x
, δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε τον κανόνα του πηλίκου 

(ιδιότητα . αρατηρούμε όμως ότι για x    μηδενί ονται και οι δύο όροι του κλά-

σματος. πότε η συνάρτηση 
 

4
65)(

2

23

x
xxxxf , για  2≠x , γράφεται

2
3

2
)3(

)2) (2(
)3) (2(

)2) (2(
)65()(

22

x
xx

x
xx

xx
xxx

xx
xxxxf .

Επομένως,
 

2
1

22
234

2
3l i m)(l i m

2

22 x
xxxf

xx
.

  ια x    μηδενί ονται οι όροι του κλάσματος. την περίπτωση αυτή εργα όμαστε 
ως ε ής

ολλαπλασιά ουμε και τους δύο όρους του κλάσματος με  xx 232  και έτσι 
έχουμε

xxx

xx

xxx

xxxx

x
xxxf

23)1(

)2(3

23)1(

2323

1
23)(

2

2
2

2

2

22
2

 

xx

x

xxx

xx

xxx

x

23

)1(3

23)1(

)1) (1(3

23)1(

33
222

2

.  
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Επομένως,

 

2
3

24
6

23l i m

)1(3l i m

23

)1(3l i m)(l i m
2

1

1

211

)(

xx

x

xx

xxf

x

x

xx
.

2. Να βρε εί  αν υπ ρ ει  το όριο στο x 0  =  τ  συν ρτ σ  

 

1,1

14 ,3
)(

2

xf
x x

xx
.

ΛΥΣΗ
Αν x   , τότε f (   x   , οπότε

 1413)43(l i m)(l i m 22

11
xxf

xx
.

Αν x  > , τότε 
x

xf 1)( , οπότε

11l i m)(l i m
11 x

xf
xx

.

Επομένως  1)(l i m
1

xf
x

.

Κ  
ποθέτουμε ότι κοντά στο x 0  μια συνάρτηση  

f  εγκλωβί εται  ( χ. 0  ανάμεσα σε δύο συ-
ναρτήσεις h  και g . Αν, καθώς το x  τείνει στο x 0 , 
οι g  και h  έχουν κοινό όριο l, τότε, όπως φαίνε-
ται και στο σχήμα, η  f   θα έχει το ίδιο όριο l. 
Αυτό δίνει την ιδέα του παρακάτω θεωρήματος 
που είναι γνωστό ως κριτ ριο παρεμβολ .

Έστω οι συναρτήσεις  f , g , h . Αν
 )()()( xgxfxh  κοντά στο x 0  και

 )(l i m)(l i m
00

xgxh
xxxx

,

τότε
)(l i m

0
xf

xx
.
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ια παράδειγμα, 
 

01ημl i m
0 x

x
x

. ράγματι, για  0≠x  έχουμε

 
||1ημ||1ημ x

x
x

x
x ,

οπότε
 

||1ημ|| x
x

xx .

Επειδή  0||l i m)||(l i m
00

xx
xx

, σύμφωνα με το παραπάνω κριτήριο, έχουμε

 
01ημl i m

0 x
x

x
.

 
Το κριτήριο παρεμβολής είναι πολύ χρήσιμο για τον υπολογισμό ορισμένων τριγωνομε-
τρικών ορίων. Αρχικά αποδεικνύουμε ότι

 |||ημ| xx ≤ , για κάθε R
(η ισότητα ισχύει μόνο όταν x  =  0)

*

 ια x   0 προφανώς ισχύει η ισότητα. 

 ια 
 

2
,0 πx  από το διπλανό σχήμα έχουμε

ημx  =  ( 1)  <  (   (το )  =  x .

Άρα

ημx x< , για κάθε 
 

2
,0 πx  ( 1)

 ια 
 

0,
2
πx  είναι 

2
,0 πx , οπότε λόγω της (  έχουμε,  |||)(ημ| xx   

 
ή, ισοδύναμα,  |||ημ| xx .

 ια 
2

,
2
ππx  είναι 

 
|ημ|1

2
|| xπx , οπότε  |||ημ| xx .

ε όλες, λοιπόν, τις περιπτώσεις ισχύει  |||ημ| xx , με την ισότητα να ισχύει μόνο για 
x   0.  

Με τη βοήθεια της παραπάνω ανισότητας και του κριτηρίου παρεμβολής θα αποδεί ουμε 
ότι
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 0
0

0

ημημl i m xx
xx

 

 0συνσυνl i m xx
xx

 

Ο ΕΙ Η
 Αρχικά θα αποδεί ουμε ότι

0ημl i m
0

x
x

  1συνl i m
0

x
x

 και (

ράγματι

 ύμφωνα με την προηγούμενη ανισότητα έχουμε  |||ημ| xx , οπότε

 ||ημ|| xxx .

Επειδή  ||l i m0)||(l i m
00

xx
xx

, σύμφωνα με το κριτήριο παρεμβολής, θα είναι 

 0ημl i m
0

x
x

.

 νωρί ουμε ότι  xx 22 ημ1συν , οπότε 

 xx 2ημ1συν , για κάθε 
2

,00,
2

ππx .

Επομένως

 101ημl i m1ημ1l i mσυνl i m 2

0

2

00
xxx

xxx
.

 α αποδεί ουμε, τώρα, ότι  0
0

ημημl i m xx
xx

. ράγματι έχουμε

)ημσυνσυνημ(l i m)(ημl i mημl i m 000000
hxhxhxx

hhxx
 

hxhx
hh

ημl i mσυνσυνl i mημ
0000  

000

)1(
ημ0συν1ημ xxx .  

 Ανάλογα αποδεικνύεται και ότι  0συνσυνl i m
0

xx
xx

.    

 β )  01συνl i m
0 x

x
x

 

 α )  1ημl i m
0 x

x
x

 

1 .

2.
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 Αν 
 

2
0 πx , τότε από το διπλανό σχήμα προκύπτει ότι

εμβ(τριγ   εμβ(τομ   εμβ(τριγ ,

οπότε έχουμε διαδοχικά

xxx εφ1
2
1

2
1ημ1

2
1  

ημ x  <  x  <  εφ x

xx
x

συν
1

1.

ημ
1  

ημσυν
x
xx

 Αν 0
2

xπ , τότε 
 

2
0 πx , οπότε έχουμε 

 
1)(ημ)(συν

x
xx

και άρα

 
1ημσυν

x
xx .

Επομένως, για κάθε 
 

2
,00,

2
ππx  ισχύει 

 
1ημσυν

x
xx . 

Επειδή  1συνl i m
0

x
x

, από το κριτήριο παρεμβολής προκύπτει ότι 
 

1ημl i m
0 x

x
x

.

β  Έχουμε

)1συν(
)1συν) (1συν(l i m1συνl i m

00 xx
xx

x
x

xx
 

)1συν(
1συνl i m

2

0 xx
x

x
 

)συν1(
ημl i m

2

0 xx
x

x
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Με τις ιδιότητες που αναφέρουμε μέχρι τώρα μπορούμε να προσδιορίσουμε τα όρια απλών 
συναρτήσεων. Αν, όμως, θέλουμε να υπολογίσουμε το  ) )((l i m

0
xgf

xx
, της σύνθετης συνάρ -

τησης  gf  στο σημείο x 0 , τότε εργα όμαστε ως ε ής

. έτουμε u   g ( x .

. πολογί ουμε (αν υπάρχει  το  )(l i m
0

0 xgu
xx

 και

. πολογί ουμε (αν υπάρχει  το )(l i m
0

uf
uu

.

Αποδεικνύεται ότι, αν  0( )g x u≠  κοντά στο x 0 , τότε το ητούμενο όριο είναι ίσο με  �, 
δηλαδή ισχύει

 )(l i m) )((l i m
00

x
x x

f f u
u u

g .

τη συνέχεια και σε όλη την έκταση του βιβλίου τα όρια της μορφής  ) )((l i m
0

xgf
xx

 με τα 

οποία θα ασχοληθούμε θα είναι τέτοια, ώστε να ικανοποιείται η συνθήκη   0)( uxg ≠  κοντά 
στο x 0  και γι  αυτό δεν θα ελέγχεται.

ια παράδειγμα

α  Έστω ότι θέλουμε να υπολογίσουμε το όριο

 
4

ημl i m 2

0

πx
x

.

Αν θέσουμε 2

4
u x π

= + , τότε 
44

l i ml i m 2

00

ππxu
xx

, οπότε

 
2
2

4
ημημl i m

4
ημl i m

4

2

0

πuπx
πux

.

β  Έστω ότι θέλουμε να υπολογίσουμε το όριο
 

x
x

x

3ημ
l i m

0
.
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Είναι

x
x

x
x

3
3ημ33ημ .

Έτσι, αν θέσουμε u   x , τότε  03l i ml i m
00

xu
xx

, οπότε

 
313ημl i m3

3
3ημl i m33ημl i m

000 u
u

x
x

x
x

uxx
.

ΣΚΗΣΕΙΣ

 

   α βρείτε τα όρια

 Έστω μια συνάρτηση  f   με  4)(l i m
2

xf
x

. α βρείτε το  )(l i m
2

xg
x

 αν

i )  5) )((3)( 2xfxg  i i )
1) )((

|11)(2|)( 2xf
xfxg   

i i i )  )3)(( ) (2)()( xfxfxg .  

3. α βρείτε τα όρια

i )  
8

16l i m
3

4

2 x
x

x
 i i )  

1
132l i m 2

2

1 x
xx

x
 

i i i )  
1

2

11
l i m

11
x

x

x

i v )  
x

x
x

2 7)3(l i m
3

0
.  

i )  )524(l i m 35

0
xxx

x
 i i ) )12(l i m 310

1
xxx

x
 

i i i )  8 2 0

1
l i m ( 2 3 )
x

x x i v )  ][ |32|)5(l i m 23

3
xxx

x
 

v ) 
4

1

2 5l i m
3x

x x
x

v i )  
1

|2||3|l i m 2

2

0 xx
xxx

x

v i i )  3 2

1
)2(l i m x

x
 v i i i )  

34
22l i m

2

2

1 xx
xx

x
.  
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   α βρείτε τα όρια

 α βρείτε (αν υπάρχει , το όριο της  f   στο x 0  αν

6.  α βρείτε τα όρια

i )  
0

ημ 3l i m
x

x
x

 i i )  
x
x

x

εφl i m
0

 i i i )  
x
x

x 2ημ
εφ4l i m

0
 

i v )  
x

xx
x

ημl i m
0

v )  
xx

x
x 30

ημl i m  v i .)  
245

5ημl i m
0 x

x
x

7.  α βρείτε τα όρια

i )  
x

x
πx συν1

ημl i m
2

 i i )  
2

0

1 συνl i m
ημ 2x

x
x

 i i i )  
x

x
x 2ημ

ημl i m
0

.  

 α βρείτε το  )(l i m
0

xf
x

, αν

   22 1)(1 xxfx  για κάθε x R

 
 

x
xfx 2

4

συν
1)(1  για κάθε 

 
2

,
2
ππx .

   ίνεται η συνάρτηση 
 

3,3
3,2

)(
xβxα
xβxα

xf . α βρείτε τις τιμές των α, β R ,  
 
για τις οποίες ισχύει  10)(l i m

3
xf

x
.

 

 α βρείτε τα όρια

i )  
x
x

x 9
3l i m

9
 i i )  2

2

0

11l i m
x

x
x

 

i i i )  
35

22l i m
22 x

x
x

 i v )  
45

2l i m 24 xx
x

x
.  

i )  
1,5
1,

)(
2

xx
xx

xf  και  x 0 =  1

1

 

i i )  
1,1
1,2

)( 2 xx
xx

xf  και  x 0  =  ‒ . 
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i )  
8

2l i m 3

23

2 x
xxx

x
 i i )

1
)1(l i m

1

1 x
xx

x
 

i i i )  
2

1l i m
1 xxx

x
x

 

2. α βρείτε όσα από τα παρακάτω όρια υπάρχουν

i )  
5

2 510l i m
2

5 x
xx

x
  i i )  

5
54|5|l i m

2

5 x
xxx

x
 

i i i )  
2

5

| 5 | 4 5l i m
5x

x x x
x

 i v )  
1

l i m
2

1 x
xx

x
.  

 

   το διπλανό σχήμα το τρίγωνο  είναι ορθογώνιο 
με   . α υπολογίσετε τα όρια

 )(l i m
2

βα
πθ

,          )(l i m 22

2

βα
πθ

 

  
α
β

πθ
2

l i m .

 α βρείτε το  )(l i m
1

xf
x

, αν

 
1

l i m ( 4 ( ) 2 4 ) 10
x

f x x         1
1
)(l i m

1 x
xf

x
.

1 . 6  ΜΗ Ε ΕΡ ΣΜΕ Ο ΟΡΙΟ ΣΤΟ 0 R
 
—  το σχήμα  έχουμε τη γραφική παράσταση 
μιας συνάρτησης   κοντά στο x 0 . αρατηρούμε ότι, 
καθώς το x  κινούμενο με οποιονδήποτε τρόπο πάνω 
στον ά ονα  πλησιά ει τον πραγματικό αριθμό x 0 , 
οι τιμές  (x  αυ άνονται απεριόριστα και γίνονται 
μεγαλύτερες από οποιονδήποτε θετικό αριθμό . 

την περίπτωση αυτή λέμε ότι η συνάρτηση  f   έχει 
στο x 0  όριο +∞  και γράφουμε

 
0

l i m ( )
x x

f x .
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 το σχήμα  έχουμε τη γραφική πα -
ράσταση μιας συνάρτησης  f   κοντά στο x 0 . 

αρατηρούμε ότι, καθώς το x  κινούμενο με 
οποιονδήποτε τρόπο πάνω στον ά ονα  
πλησιά ει τον πραγματικό αριθμό x 0 , οι τιμές 
f ( x  ελαττώνονται απεριόριστα και γίνονται 
μικρότερες από οποιονδήποτε αρνητικό αριθ-
μό M  (M  > 0 . την περίπτωση αυτή λέμε 
ότι η συνάρτηση  f   έχει στο x 0  όριο και 
γράφουμε

 )(l i m
0

xf
xx

.

Έστω μια συνάρτηση  f   που είναι ορισμένη σε ένα σύνολο της μορφής 
),(),( 00 βxxα . ρί ουμε

 )(l i m
0

xf
xx

, όταν για κάθε  > 0 υπάρχει  > 0 τέτοιο, ώστε για κάθε

),(),( 00 βxxαx , με xx ||0 0  να ισχύει
f ( x  > 

 )(l i m
0

xf
xx

, όταν για κάθε  > 0 υπάρχει > 0 τέτοιο, ώστε για κάθε

),(),( 00 βxxαx , με xx ||0 0  να ισχύει
f ( x   

Ανάλογοι ορισμοί μπορούν να διατυπωθούν όταν  0xx  και  0xx .

 

πως στην περίπτωση των πεπερασμένων ορίων έτσι και για τα άπειρα όρια συναρτήσεων, 
που ορί ονται σε ένα σύνολο της μορφής ),(),( 00 βxxα , ισχύουν οι παρακάτω ισοδυναμίες
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 )(l i m)(l i m)(l i m
000

xfxfxf
xxxxxx

 )(l i m)(l i m)(l i m
000

xfxfxf
xxxxxx

.

Με τη βοήθεια του ορισμού αποδεικνύονται οι παρακάτω ιδιότητες

 Αν  )(l i m
0

xf
xx

, τότε  f ( x  > 0 κοντά στο x 0 , ενώ 

αν  )(l i m
0

xf
xx

, τότε  f ( x   0 κοντά στο x 0 .

 Αν  )(l i m
0

xf
xx

, τότε  ) )((l i m
0

xf
xx

, ενώ 

αν  −∞=
→

)(lim
0

xf
xx

, τότε  +∞=−
→

))((lim
0

xf
xx

.

 Αν  )(l i m
0

xf
xx

 ή −∞ , τότε lim
( )

.
x x f x→

=
0

1 0

 Αν  )(l i m
0

x 0f
xx

 και  f ( x  > 0 κοντά στο x 0 , τότε lim
( )x x f x→

= +∞
0

1 , ενώ αν  0)(l i m
0

xf
xx

 

και  f ( x   0 κοντά στο x 0 , τότε lim
( )x x f x→

= −∞
0

1
.

 Αν  )(l i m
0

xf
xx

 ή −∞ , τότε lim | ( ) |
x x

f x
→

= +∞
0

.

 Αν  )(l i m
0

xf
xx

, τότε  k
xx

xf )(l i m
0

.

ύμφωνα με τις ιδιότητες αυτές έχουμε

 
+∞=

→ 20

1lim
xx

και γενικά 
 

20

1l i m
xx

, N*  ( χ. α
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+∞=

+→

1lim xx 0
 και γενικά  +∞=

++→
12

0

1lim νxx
, � 

ενώ

 
−∞=

−→

1lim
0 xx

 και γενικά −∞=
+−→

12
0

1lim νxx
, � ( χ. β .

Επομένως, δεν υπάρχει στο μηδέν το όριο της 12

1)(
+

= νx
xf , �.

ια τα όρια αθροίσματος και γινομένου δύο συναρτήσεων αποδεικνύονται τα παρακάτω 
θεωρήματα

 ο όριο α ροίσματο

Αν στο x 0 R

το όριο της  f  είναι α R α R +∞ −∞ +∞ −∞

και το όριο της g  είναι +∞ −∞ +∞ −∞ −∞ +∞

τότε το όριο της  f   g  είναι +∞ −∞ +∞ −∞ ; ;

 ο όριο γινομ νου  

Αν στο x 0 R ,

το όριο της  f
είναι α> 0 α 0 α>0 α 0 0 0 +∞ +∞ −∞ −∞

και το όριο της g
είναι +∞ +∞ −∞ −∞ +∞ −∞ +∞ −∞ +∞ −∞

τότε το όριο της
f . είναι +∞ −∞ −∞ +∞ ; ; +∞ −∞ −∞ +∞

τους πίνακες των παραπάνω θεωρημάτων, όπου υπάρχει ερωτηματικό, σημαίνει ότι το όριο 
(αν υπάρχει  ε αρτάται κάθε φορά από τις συναρτήσεις που παίρνουμε. τις περιπτώσεις 
αυτές λέμε ότι έχουμε απροσδιόριστ  μορ . ηλαδή, απροσδιόριστες μορφές για τα 
όρια αθροίσματος και γινομένου συναρτήσεων είναι οι

)()( −∞++∞  και )±∞⋅ (0 .  

Επειδή  )( gfgf −+=−  και  gfg
f 1

⋅= , απροσδιόριστες μορφές για τα όρια της διαφοράς 

και του πηλίκου συναρτήσεων είναι οι

)()( +∞−+∞ , )()( −∞−−∞   
0
0 , ±∞

±∞
.  και
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ια παράδειγμα

 αν πάρουμε τις συναρτήσεις 2

1)(
x

xf −=  και g x
x

( ) 1
2 , τότε έχουμε

−∞=





−=

→→ 200

1lim)(lim
x

xf
xx

,              
 

+∞==
→→ 200

1lim)(lim
x

xg
xx

 

και  
011lim))()((lim

2200
=






 +−=+

→→ xx
xgxf

xx

ενώ,
 αν πάρουμε τις συναρτήσεις 

 
11)(

2
+−=

x
xf  και 

 
2

1)(
x

xg = , τότε έχουμε

−∞=





 +−=

→→
11lim)(lim

200 x
xf

xx
,       +∞==

→→ 200

1lim)(lim
x

xg
xx

και

 
11lim111lim))()((lim

02200
==






 ++−=+

→→→ xxx xx
xgxf .

Ανάλογα παραδείγματα μπορούμε να δώσουμε και για τις άλλες μορφές.

Ε ΡΜΟΓΕΣ

1.  Να βρε ούν τα όρια

i) 
→

− +
−

2

1

5 6lim
1x

x x
| x |

 ii) 
→

− +
− 22

3 2lim
( 2)x

x
x

. 

ΛΥΣΗ

 Επειδή lim | |
x

x
→

− =
1

1 0  και | |x − >1 0  κοντά στο , είναι lim
| |x x→ −

= +∞
1

1
1

. 

Επειδή επιπλέον είναι lim( )
x

x x
→

− + =
1

2 5 6 2, έχουμε

lim
| |

lim
| |

( )
x x

x x
x x

x x
→ →

− +
−

=
−

⋅ − +








 = + ∞

1

2

1

25 6
1

1
1

5 6 .

 Επειδή lim( )
x

x
→

− =
2

22 0  και (x    > 0 κοντά στο , είναι lim
( )x x→ −

= +∞
2 2

1
2

. Επειδή 

επιπλέον είναι lim( )
x

x
→

− + = −
2

3 2 4, έχουμε

lim
( )

lim
( )

( )
x x

x
x x

x
→ →

− +
−

=
−

⋅ − +








 = −∞

2 2 2 2

3 2
2

1
2

3 2 .
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2. Να βρε ούν τα πλευρικ  όρια τ  συν ρτ σ  − +
=

−

2 1( )
2

x xf x
x

 στο x0  =  και στ  

συν εια να ε ετασ εί  αν υπ ρ ει το όριο τ   f ( x  στο 

ΛΥΣΗ

 Επειδή  0)2(lim
2

=−
→

x
x

 και x    > 0 για x  > , είναι 
2

1l i m
2 xx

. 

Επειδή επιπλέον  3)1(lim 2

2
=+−

+→
xx

x
, έχουμε

 
+∞=



 +−

−
=

−
+−

+→+→
)1(

2
1lim

2
1lim 2

2

2

2
xx

xx
xx

xx
.

 Επειδή  0)2(lim
2

=−
→

x
x

 και x     0 για x   , είναι −∞=
−−→ 2
1lim

2 xx
. 

Επειδή επιπλέον 3)1(lim 2

2
=+−

−→
xx

x
, έχουμε

 
−∞=



 +−⋅

−
=

−
+−

−→−→
)1(

2
1lim

2
1lim 2

2

2

2
xx

xx
xx

xx
.

αρατηρούμε ότι τα δύο πλευρικά όρια δεν είναι ίσα. Επομένως δεν υπάρχει όριο της 
f   στο .

ΣΚΗΣΕΙΣ

 

1.  α βρείτε (αν υπάρχει  το όριο της  f   στο x 0  όταν

2. α βρείτε (αν υπάρχει  το όριο της  f   στο x 0 , όταν

i) 
24 3

5)(
xx

xxf
+
+

= , x0 = 0 ii) 
4)1(4

32)(
−
−

=
x
xxf , x0 = 1 

iii) 
||

11)(
xx

xf = , x0 = 0. 

 

i) 21
4

1
3)(

xx
xf

−
−

−

−
= , x0 = 1 ii) 

||
23)(

2

xx
xxxf −+

= , x0 = 0 

iii) 





 +=

3
2 11)(

x
xxf , x0 = 0. 
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   α βρείτε (εφόσον υπάρχει  το 
842

9lim
4 +−−

−
→ xxxxx

.

  α αποδεί ετε ότι

   συνάρτηση  f ( x   εφx  δεν έχει όριο στο  
2
π .

  συνάρτηση  f ( x   σφx  δεν έχει όριο στο 0.

  ίνονται οι συναρτήσεις

1
2)1()( 2

2

−
−+−

=
x

xxλxf  και 
 

x
μxxxg ++

=
2)(

2

.

α βρείτε τις τιμές των , R για τις οποίες υπάρχουν στο R τα όρια

 )(lim
1

xf
x→

 )(lim
0

xg
x→

και .

τη συνέχεια να υπολογίσετε τα παραπάνω όρια.

  α βρείτε το  )(lim
1

xf
x→

, όταν

i) +∞=
−

→ )(
4lim

1 xf
x

x
 ii) −∞=

+→ 2
)(lim

1 x
xf

x
 iii) +∞=−

→
)]23)(([lim 2

1
xxf

x
. .

1 . 7  ΡΙ  ΣΥ ΡΤΗΣΗΣ ΣΤΟ ΕΙΡΟ
τα παρακάτω σχήματα έχουμε τις γραφικές παραστάσεις τριών συναρτήσεων f , g , h  σε 

ένα διάστημα της μορφής (α, +∞ .

  

αρατηρούμε ότι καθώς το x  αυ άνεται απεριόριστα με οποιονδήποτε τρόπο,
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�=
−∞→

)(lim x

x
x

x

ν
x

x

f
x

  +∞=
−∞→

)(lim xg
x

  −∞=
−∞→

)(lim xh
x

. 

+∞=
+∞→

lim 01lim =
+∞→ ν ,  ν ∈ *N  

→−∞

+∞
= −∞

ν

x

x

, αν ν άρτιος
lim x

, αν ν περιττός
 01lim =

−∞→ ν ,  ν ∈ *N .  

−∞=
−∞→

3lim x
x

, +∞=
+∞→

2lim x
x

01lim 2 =
+∞→ xx

. 

 το f ( x  προσεγγί ει όσο θέλουμε τον πραγματικό αριθμό l. την περίπτωση αυτή λέμε 
ότι η  f  έχει στο +∞ όριο το l και γράφουμε

 το g ( x  αυ άνεται απεριόριστα. την περίπτωση αυτή λέμε ότι η g  έχει στο +∞ όριο 
το +∞ και γράφουμε

 το h ( x  μειώνεται απεριόριστα. την περίπτωση αυτή λέμε ότι η h  έχει στο +∞ όριο 
το −∞ και γράφουμε

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι για να ανα ητήσουμε το όριο μιας συνάρτησης  f  στο 
+∞, πρέπει η  f   να είναι ορισμένη σε διάστημα της μορφής (α,+∞ .
Ανάλογοι ορισμοί μπορούν να διατυπωθούν, όταν −∞→x   για μια συνάρτηση που είναι 
ορισμένη σε διάστημα της μορφής (−∞, β . Έτσι, για τις συναρτήσεις  f , g , h  των παρακάτω 
σχημάτων έχουμε

  

                                                                                και  

ια τον υπολογισμό του ορίου στο +∞ ή −∞ ενός μεγάλου αριθμού συναρτήσεων χρεια-
όμαστε τα παρακάτω βασικά όρια

και  

και  

ια παράδειγμα,

                                                                                     και  

�=
+∞→

)(lim xf
x

 

+∞=
+∞→

)(lim xg
x

 

−∞=
+∞→

)(lim xh
x

. 
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ια τα όρια στο +∞, −∞ ισχύουν οι γνωστές ιδιότητες των ορίων στο x 0  με την προ πό -
θεση ότι
—  οι συναρτήσεις είναι ορισμένες σε κατάλληλα σύνολα και

—  δεν καταλήγουμε σε απροσδιόριστη μορφή.

    
 Έστω η συνάρτηση  (x   x   x    . Αν εφαρμόσουμε τις ιδιότητες των ορίων για 

τον υπολογισμό του lim ( )
x

f x
→+∞

, καταλήγουμε σε απροσδιόριστη μορφή. την περίπτωση 

αυτή εργα όμαστε ως ε ής
ια ≠ 0 έχουμε

.

Επειδή

και 3lim (2 )
x

x
→+∞

= +∞

έχουμε
3lim ( ) lim (2 )

x x
f x x

→+∞ →+∞
= +∞ = .

ενικά

ια την πολυωνυμική συνάρτηση P (x   α x   α x     α0 , με α ≠ 0 ισχύει

lim ( ) lim ( )
x

P xm (P xm ( ( )x( )ν( )ν( )( )x( )ν( )x( )ν( )ν( )( )α( )
→+∞ →x∞ →x +∞

) l=) l  και lim ( ) lim ( )
x

P xm (P xm ( ( )x( )ν( )ν( )( )x( )ν( )x( )ν( )ν( )( )α( )
→−∞ →x∞ →x −∞

) l=) l

ια παράδειγμα,
5 3 2 5lim (4 3 6 7) lim (4 )

x x
x x x x x

→−∞ →−∞
− + − + = = −∞.

 Έστω τώρα η συνάρτηση 
2

3

3 1( )
5 7

x xf x
x x

− +
=

+ −
.

ια ≠ 0 έχουμε

32

2

3

2

32
3

2
2

5
7

5
11

3
1

3
11

5
3

5
7

5
115

3
1

3
113

)(

xx

xx
x
x

xx
x

xx
x

xf
−+

+−
⋅=







 −+







 +−

= . 

Επειδή 

1

5
7

5
1lim

3
1

3
11lim

5
7

5
11

3
1

3
11

lim

32

2

32

2
=







 −

1
+







 +−

=
−+

+−

+∞→

+∞→

+∞→

xx

xx

xx

xx

x

x

x
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0
5
3lim

5
3lim

3

2

=





=








+∞→+∞→ xx

x
xx

 

 









==

+∞→+∞→ 3

2

5
3lim0)(lim

x
xxf

xx
. 

έχουμε

και

ενικά,

ια τη ρητή συνάρτηση f x
x x
x x

( )f x( )f x =
+ +x x+ +x x + +
+ +x x+ +x x + +

−
−

−
−

α αx xα αx x+ +α α+ +x x+ +x xα αx x+ +x x α α+ +α α+ +x+ +xα αx+ +x
β βx xβ βx x+ +β β+ +x x+ +x xβ βx x+ +x x β β+ +β β+ +x+ +xβ βx+ +x

να ανα ανα ανα αx xα αx xνx xα αx xνx xνx xx x+ +x xνx x+ +x xν+ +ν+ +x x+ +x xνx x+ +x x

κβ βκβ βκβ βκβ βκx xκx xx x+ +x xκx x+ +x xκ+ +κ+ +
1x x1x xx x+ +x x1x x+ +x x 1+ +1+ + 1 0α α1 0α αxα αx1 0xα αx+ +α α+ +1 0+ +α α+ +x+ +xα αx+ +x1 0x+ +xα αx+ +x

1x x1x xx x+ +x x1x x+ +x x 1+ +1+ + 1 0β β1 0β βxβ βx1 0xβ βx+ +β β+ +1 0+ +β β+ +x+ +xβ βx+ +x1 0x+ +xβ βx+ +x




, α  ≠ 0 , β  ≠ 0  
 
ισχύει

f xf x = και lim ( ) lim
x

f xm (f xm (
→−∞ →x∞ →x −∞

) l=) l

ια παράδειγμα,

.

    
Αποδεικνύεται ( 1)  ότι

 Αν α >  ( χ. 0 , τότε

0lim =
−∞→

x

x
α ,  +∞=

+∞→

x

x
αlim  

−∞=
→

xαx
loglim

0
, +∞=

+∞→
xαx

loglim  

 Αν 0  α  ( χ. , τότε

+∞=
−∞→

x

x
αlim ,  0lim =

+∞→

x

x
α  

+∞=
→

xαx
loglim

0
,  −∞=

+∞→
xαx

loglim

(    απόδει η παραλείπεται. 
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 έννοια της ακολουθίας είναι γνωστή από προηγούμενες τά εις. υγκεκριμένα

κολου ία ονομά εται κάθε πραγματική συνάρτηση α  � * ER.

 εικόνα α(  της ακολουθίας α συμβολί εται συνήθως με α , ενώ η ακολουθία α συμβο-

λί εται με (αν . ια παράδειγμα, η συνάρτηση 
1

να
ν

= , � *  είναι μια ακολουθία.

Επειδή το πεδίο ορισμού κάθε ακολουθίας, είναι το � * = , , , , ... , έχει νόημα να 
μελετήσουμε τη συμπεριφορά της για πολύ μεγάλες τιμές του , δηλαδή όταν E +∞.

 ορισμός του ορίου ακολουθίας είναι ανάλογος του ορισμού του ορίου συνάρτησης στο 
+∞ και διατυπώνεται ως ε ής

α λέμε ότι η ακολουθία (αν  έχει όριο το ∈� R και θα γράφουμε lim ν
ν

α
→∞

= �, όταν 
για κάθε  > 0, υπάρχει 0

*  τέτοιο, ώστε για κάθε  >  0  να ισχύει
| |ν| |ν| |α ε| |α ε| || |ν| |α ε| |ν| |− <| |− <| |α ε− <α ε| |α ε| |− <| |α ε| || |− <| || |α ε| |− <| |α ε| || |�| || |α ε| |�| |α ε| || |− <| |�| |− <| || |α ε| |− <| |α ε| |�| |α ε| |− <| |α ε| |

ι γνωστές ιδιότητες των ορίων συναρτήσεων όταν E +∞, που μελετήσαμε στα προη-
γούμενα, ισχύουν και για τις ακολουθίες. Με τη βοήθεια των ιδιοτήτων αυτών μπορούμε 
να υπολογί ουμε όρια ακολουθιών.

ια παράδειγμα,
.

ΣΚΗΣΕΙΣ

 

1.  α βρείτε τα όρια

  i) )5210(lim 3 −+−
+∞→

xx
x

  ii) )125(lim 3 +−
−∞→

xx
x

  iii) 
8

5lim
3 +−∞→ xx

 

iv) 
23

125lim 3

34

+−
−+−

+∞→ xx
xxx

x
  v)

24
12lim

23

3

+−
−+

+∞→ xx
xx

x
  vi) 

3
2lim 10 ++

+
+∞→ xx

x
x
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 lim
x

x
x x→+∞ +

−
+







2 1

5
2

  lim
x

x
x

x
x→−∞

+
−

+
+











2 25 3
2

.

2. α βρείτε τα όρια

   lim
x

x x
→+∞

− +4 2 32    2lim 10 9
x

x x
→−∞

+ +

 2 2lim 1 3 2( )
x

x x x
→+∞

+ + − +    lim ( ( )( ) ),
x

x x xα β α β
→−∞

+ + − ≠

  lim ( )
x

x x x
→+∞

− − − +2 1 4 4 32 .

3. α βρείτε τα όρια

i) 
x

x
x

1lim
2 +

+∞→
 ii) )1(lim 2 xx

x
−

−

+
+∞

+∞

→

→

  

iii)
x

x
x

1lim
2 +

−∞→
 iv) )

)

1

2 2

(lim 2 xx

2x

x
++

++

−∞→
 

v .) 
1

1lim
2

2

−−

+−
+∞→ xx

xx
x

 vi) 2lim (
x

 x  x x

 

1.  ια τις διάφορες πραγματικές τιμές του , να υπολογίσετε τα παρακάτω όρια

 2lim ( 1 )
x

x xµ
→−∞

+ +     
3 2

2

( 1) 2 3lim
5 6x

x x
x x

µ
µ→+∞

− + +
− +

.

2. α προσδιορίσετε το λ ∈ R , ώστε το 2lim ( 5 10 )
x

x x xλ
→+∞

+ + −  να υπάρχει στο R.

3. Αν , να βρείτε τις τιμές των ,α β ∈ R, για τις οποίες ισχύει  

lim ( ) 0
x

f x
→+∞

= .

4.  α βρείτε τα όρια

 
2

2

| 5 |lim
3 2x

x x x
x x→−∞

− +
− +

   
2

2

1 5lim
4 3x

x x
x x→−∞

+ + −

+ +
   

2| |lim
1x

x x
x→+∞

−
−

.
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1.8  ΣΥ Ε ΕΙ  ΣΥ ΡΤΗΣΗΣ

Ο   
Έστω οι συναρτήσεις  f , g , h  των οποίων οι γραφικές παραστάσεις δίνονται στα παρακάτω 
σχήματα.

  

αρατηρούμε ότι

  συνάρτηση  f   είναι ορισμένη στο x 0  και ισχύει

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x

→
= .

  συνάρτηση g  είναι ορισμένη στο x 0  αλλά

lim ( ) ( )
x x

g x g x
→

≠
0

0 .

  συνάρτηση h  είναι ορισμένη στο x 0  αλλά δεν υπάρχει το όριό της.

Από τις τρεις γραφικές παραστάσεις του σχήματος μόνο η γραφική παράσταση της  f   δε 
διακόπτεται στο x 0 . Είναι, επομένως, φυσικό να ονομάσουμε συνε  στο x 0  μόνο τη συ -
νάρτηση  f . ενικά, έχουμε τον ακόλουθο ορισμό.

Έστω μια συνάρτηση  f   και x 0  ένα σημείο x 0  του πεδίου ορισμού της. α λέμε ότι η 
f  είναι συνε  στο x0 , όταν

0
0lim ( ) ( )

x x
f xm (f xm ( f x) (f x) (

→
) (=) (

ια παράδειγμα, η συνάρτηση ( ) | |f x x=  είναι συνεχής στο 0, αφού 

0 0
lim ( ) lim | | 0 (0)
x x

f x x f
→ →

= = = .

ύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό, μια συνάρτηση  f   δεν είναι συνεχής σε ένα σημείο x 0  
του πεδίου ορισμού της όταν
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α  εν υπάρχει το όριό της στο x 0  ή
β  πάρχει το όριό της στο x 0 , αλλά είναι διαφορετικό από την τιμή της,  f ( x 0 , στο σημείο x 0 .

ια παράδειγμα

  συνάρτηση 
2 1, αν 0

( )
2 , αν 0
x x

f x
x x

 + ≤
= 

− >
    δεν είναι συνεχής στο 0, αφού

2

00
lim ( ) lim( 1) 1

xx
f x x

− →→
= + = , ενώ ,

οπότε δεν υπάρχει το όριο της  f  στο 0.

  συνάρτηση 

2 1, αν 1( ) 1
3, αν 1

x xf x x
x

 −
≠= −

 =

   δεν είναι συνεχής στο , αφού

, ενώ f (   .

Μία συνάρτηση  f  που είναι συνεχής σε όλα τα σημεία του πεδίου ορισμού της, θα λέγεται, 
απλά, συνε  συν ρτ σ . 

ια παράδειγμα

 ε πολυ νυμικ  συν ρτ σ  Ρ είναι συνε , αφού για κάθε x 0 R ισχύει

0
0lim ( ) ( )

x x
P x P x

→
= .

 ε ρ τ  συν ρτ σ  
 
Q
P  είναι συνε , αφού για κάθε x 0  του πεδίου ορισμού της ισχύει

0

0

0

( )( )lim
( ) ( )x x

P xP x
Q x Q x→

= .

 ι συναρτ σει   f ( x  = μx και g ( x  = συνx είναι συνε εί , αφού για κάθε x 0 R ισχύει

0
0lim ημ ημ

x x
x x

→
=    και   

0
0lim συν συν

x x
x x

→
= .

Τέλος, αποδεικνύεται ότι

 ι συναρτ σει = xα( )  και  = α( ) , < ≠0 1α  είναι συνε εί
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β
β

   
Από τον ορισμό της συνέχειας στο x 0  και τις ιδιότητες των ορίων προκύπτει το παρακάτω 
θεώρημα

Αν οι συναρτήσεις  f  και g  είναι συνεχείς στο x 0 , τότε είναι συνεχείς στο x 0  και οι 
συναρτήσεις

R

με την προ πόθεση ότι ορί ονται σε ένα διάστημα που περιέχει το x 0 .

ια παράδειγμα

 ι συναρτήσεις  f ( x  = ε x και g ( x  = σ x είναι συνε εί  ως πηλίκα συνεχών συναρτήσεων.

  συνάρτηση  είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της 2 ,
3

 +∞ 
, αφού η 

συνάρτηση g (x   x    είναι συνεχής.

  συνάρτηση  |ημ|)( xxxf =  είναι συνεχής, αφού είναι της μορφής  |)(|)( xgxf = , όπου 
g ( x   x ημ x  η οποία είναι συνεχής συνάρτηση ως γινόμενο των συνεχών συναρτήσεων 
f (x   x  και  f (x   ημx .

Τέλος, αποδεικνύεται ότι για τη σύνθεση συνεχών συναρτήσεων ισχύει το ακόλουθο θεώρημα

Αν η συνάρτηση  f   είναι συνεχής στο x 0  και η συνάρτηση g  είναι συνεχής στο f ( x 0 , 
τότε η σύνθεσή τους g fg f�g f  είναι συνεχής στο x 0 .

ια παράδειγμα, η συνάρτηση (x   ημ(x    είναι 
συνεχής σε κάθε σημείο του πεδίου ορισμού της ως 
σύνθεση των συνεχών συναρτήσεων (x   x     
και g (x   ημx .

Ε ΡΜΟΓΗ

ια ποια τιμ  του   συν ρτ σ  
 + ≤



>

2 2 ,
ημ , αν 0

αν 0x a x
x x

x
f (x)=  είναι συνε
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β
β

ΛΥΣΗ

— το διάστημα ( , )−∞ 0  η f  έχει τύπο f ( x   x   α και επομένως είναι συνεχής ως 
πολυωνυμική.

το διάστημα ( , )0 +∞  η f  έχει τύπο f x x
x

( ) = ημ
 και επομένως είναι συνεχής ως πηλίκο 

συνεχών συναρτήσεων.
ια να είναι η  f  συνεχής, αρκεί να είναι συνεχής και στο x 0   0, δηλαδή αρκεί 

lim ( ) ( )
x

f x f
→

=
0

0 .  Έχουμε όμως

lim ( ) lim( )
x x

f x x
→ →−

= + =
0 0

2 2 2α α ,

li ημm ( ) lim
x x

f x x
x→ →+

= =
0 0

1 και

f ( )0 2= α.

Επομένως, αρκεί α   ή, ισοδύναμα, α =
1
2

.

Σ       
ολλά από τα θεωρήματα της Ανάλυσης αναφέρονται σε συναρτήσεις οι οποίες είναι 

συνεχείς σε διαστήματα του πεδίου ορισμού τους. Είναι, επομένως, απαραίτητο να 
γνωρί ουμε τι εννοούμε όταν λέμε ότι μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής σ  ένα διάστημα.

   Μια συνάρτηση  θα λέμε ότι είναι συνε  σε να ανοικτό δι στ μα (  ) , 
όταν είναι συνεχής σε κάθε σημείο του (α, β . ( χ. α

   Μια συνάρτηση  f   θα λέμε ότι είναι συνε  σε να κλειστό δι στ μα [  ] , 
όταν είναι συνεχής σε κάθε σημείο του (α, β  και επιπλέον

lim ( ) ( )
x

f xm (f xm ( f) (f) (
→ +
m (

+
m ( ) (=) (
α

α  και lim ( ) ( )
x

f xm (f xm ( f) (f) (
→ −

) (=) (
β

β  ( χ. β

 

Ανάλογοι ορισμοί διατυπώνονται για διαστήματα της μορφής (α, β , α, β .
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υο βασικές ιδιότητες των συνεχών συναρτήσεων σε διαστήματα εκφρά ονται από τα 
παρακάτω θεωρήματα
 

ε ρ μα του  
το διπλανό σχήμα έχουμε τη γραφική 

παράσταση μιας συνεχούς συνάρτησης f  
στο α, β . Επειδή τα σημεία (α, f (α  και 

(β, f (β  βρίσκονται εκατέρωθεν του ά ονα 
, η γραφική παράσταση της  f   τέμνει τον 

ά ονα σε ένα τουλάχιστον σημείο.

υγκεκριμένα ισχύει το παρακάτω θεώρημα 
του οποίου η απόδει η παραλείπεται.

Έστω μια συνάρτηση  f  , ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα α, β . Αν
  η f  είναι συνεχής στο α, β  και, επιπλέον, ισχύει
  f (α f (β   0,

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, 0 ( )x α,β∈ τέτοιο, ώστε 
f ( x 0   0.

ηλαδή, υπάρχει μια, τουλάχιστον, ρί α της ε ίσωσης  f ( x   0 στο ανοικτό διά-
στημα (α, β .

Από το θεώρημα του  προκύπτει ότι
— Αν μια συνάρτηση  f   είναι συνεχής σε ένα διάστημα  και δε μηδενί εται σ  αυτό, 
τότε αυτή ή είναι θετική για κάθε x∈Δ ή είναι αρνητική για κάθε x∈Δ, δηλαδή διατηρεί 
πρόσημο στο διάστημα . ( χ. 

 

— Μια συνεχής συνάρτηση f  δ ιατηρεί πρόσημο σε καθένα από το διαστήματα στα 
οποία οι διαδοχικές ρί ες της  f  χωρί ουν το πεδίο ορισμού της.
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Αυτό μας διευκολύνει στον προσδιορισμό του προσήμου της  f   για τις διάφορες τιμές του 
x . υγκεκριμένα, ο προσδιορισμός αυτός γίνεται ως ε ής

α    ρίσκουμε τις ρί ες της  f .

β    ε καθένα από τα υποδιαστήματα που ορί ουν οι διαδοχικές ρί ες, επιλέγουμε έναν 
αριθμό και βρίσκουμε το πρόσημο της  f  στον αριθμό αυτό. Το πρόσημο αυτό είναι 
και το πρόσημο της  f  στο αντίστοιχο διάστημα.

ια παράδειγμα, έστω ότι θέλουμε να βρούμε το πρόσημο της συνάρτησης 

f ( x   ημx   συνx , x ∈[ , ]0 2π .

Αρχικά υπολογί ουμε τις ρί ες της  f ( x   0 στο [0, 2 ]π . Έχουμε

ημx συνx 0 ημx συνx εφx 1 x
4
π

 ή x =
5
4
π .

Έτσι οι ρί ες της  f  χωρί ουν το πεδίο ορισμού της στα διαστήματα

0
4

, π




 , 

π π
4

5
4

,





  και

5
4

2π
π,






.

 παρακάτω πίνακας δείχνει τα αποτελέσματα του ελέγχου του προσήμου της  f   σε κάθε 
διάστημα.

ιάστημα

Επιλεγμένος
αριθμός x 0

0

f ( x 0

ρόσημο

Επομένως, στα διαστήματα 0
4

,
π




 , 

5
4

2π
π,






 είναι  f ( x   0, ενώ στο διάστημα

π π
4

5
4

,





 είναι  f ( x  > 0.

2
π

0
4

, π






π π
4

5
4

,







5
4

2π
π,







2
π
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ε ρ μα ενδι μεσ ν τιμ ν
Το επόμενο θεώρημα αποτελεί γενίκευση του θεωρήματος του  και είναι γνωστό 
ως θεώρημα ενδιάμεσων τιμών.

Έστω μια συνάρτηση  f , η οποία είναι ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα α, β . Αν

   η  f   είναι συνεχής στο α, β  και

  f f( ) ( )α βfα βf( )α β( ) ( )α β( )α β≠α β
τότε, για κάθε αριθμό η μετα ύ των f (α  και f (β  υπάρχει ένας, τουλάχιστον 
x 0 ∈ ( , )α β( ,α β( ,  τέτοιος, ώστε

f ( x 0   

Ο ΕΙ Η
Ας υποθέσουμε ότι f (α   f (β . Τότε θα ισχύει f (α     f (β  ( χ. . Αν θεωρήσουμε 
τη συνάρτηση g ( x   f ( x   , x∈ ], παρατηρούμε ότι

 η g  είναι συνεχής στο α, β  και 

 g (α g (β   0,
αφού
g (α   f (α     0 και
g (β   f (β    > 0.
Επομένως, σύμφωνα με το θεώρημα του 

, υπάρχει x 0∈ ( , )α β  τέτοιο, ώστε 
g (x 0   f ( x 0     0, οπότε f ( x 0   .  ■

Αν μια συνάρτηση f  δεν είναι συνεχής στο 
διάστημα α, β , τότε, όπως φαίνεται και 
στο διπλανό σχήμα, δεν παίρνει υποχρεωτι-
κά όλες τις ενδιάμεσες τιμές.

 Με τη βοήθεια του θεωρήματος ενδιαμέσων τιμών αποδεικνύεται ότι

 εικόνα  f (  ενός διαστήματος  μέσω μιας συνεχούς και μη σταθερής συνάρτη-
σης  είναι διάστημα.
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την ειδική περίπτωση που το  είναι ένα κλειστό διάστημα α, β , ισχύει το παρακάτω 
θεώρημα.

 γιστ  και ελ ιστ  τιμ

Αν f  είναι συνεχής συνάρτηση στο α, β , τότε η  f  παίρνει στο α, β  μια μέγιστη 
τιμή  και μια ελάχιστη τιμή m . ( χ. δ

ηλαδή, υπάρχουν x x1 2, [ , ]∈ α β  τέτοια, ώστε, αν m   f ( x  και   f ( x , να ισχύει 

≤ ≤( )m f x M  για κ ε [ , ]∈ α βx . 

Από το παραπάνω θεώρημα και το θεώρημα ενδιάμεσων τιμών προκύπτει ότι το σύνολο 
τιμ ν μιας συνεχούς συνάρτησης  f   με πεδίο ορισμού το α, β  είναι το κλειστό διάστημα 
[ m  Μ] , όπου m  η ελάχιστη τιμή και  η μέγιστη τιμή της.

ια παράδειγμα, η συνάρτηση f ( x   ημx , 
x ∈[ , ]0 2π  έχει σύνολο τιμών το , , 
αφού είναι συνεχής στο 0, π  με m   –   
και   .
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 Τέλος, αποδεικνύεται ότι

Αν μια συνάρτηση  f   είναι γν σί  αύ ουσα και συνε  σε ένα ανοικτό διάστημα 
(α, β , τότε το σύνολο τιμών της στο διάστημα αυτό είναι το διάστημα (Α,  ( χ. 

α , όπου
Α =

→ +
lim (

+
m (

+
)

x
f xm (f xm (

α
 και B f x

x
B f=B f

→ −
B fliB fm (B fm (B f )

β
.

Αν, όμως, η f  είναι γν σί  ίνουσα και συνε  στο (α, β , τότε το σύνολο 
τιμών της στο διάστημα αυτό είναι το διάστημα ( , Α  ( χ. β .

 

ια παράδειγμα,
— Το σύνολο τιμών της  f ( x   x   , x e∈ ( , )0 , η οποία είναι γνησίως αύ ουσα και 
συνεχής συνάρτηση ( χ. , είναι το διάστημα ( , )−∞ 2 , αφού

 
lim ( )
x

f x
→ +

= −∞
0

 και lim ( )
x e

f x
→ −

= 2.

— Το σύνολο τιμών της f x
x

( ) 1 , x ( , )0 1 , η οποία είναι γνησίως φθίνουσα και συνε-

χής συνάρτηση, ( χ.  είναι το διάστημα ( , )1 +∞ , αφού

lim ( )
x

f x
→ +

= +∞
0

 και lim ( )
x

f x
→

=
1

1.

Ανάλογα συμπεράσματα έχουμε και όταν μια συνάρτηση f  είναι συνεχής και γνησίως 
μονότονη σε διαστήματα της μορφής α, β , α, β  και (α, β .
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Ε ΡΜΟΓΗ
Να δει τεί ότι  ε ίσ σ  x + συνx =  ει μια  τουλ ιστον  ρί α στο δι στ μα  
2 ) .

Ο ΕΙ Η
εωρούμε τη συνάρτηση f ( x   x   συνx  –  , x ∈[ , ]π π2 . Τότε

   f  είναι συνεχής στο π, π  ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων.

 Είναι  f (π f ( π   0, αφού

f (π   π  συνπ –    π –    0 και  f ( π   π συν π –    π –   > 0.

Επομένως, σύμφωνα με το θεώρημα του  υπάρχει ένα, τουλάχιστον, x 0 2∈ ( , )π π  
τέτοιο, ώστε f ( x 0   0, οπότε x 0   συνx 0  –    0 και συνεπώς x 0   συνx 0   . Άρα, η ε ί-
σωση x   συνx    έχει μια τουλάχιστον ρί α στο διάστημα (π, π .

ΣΚΗΣΕΙΣ

 

   τα παρακάτω σχήματα δίνονται οι γραφικές παραστάσεις δυο συναρτήσεων. 
α βρείτε τα σημεία στα οποία αυτές δεν είναι συνεχείς.

   α μελετήσετε ως προς τη συνέχεια στο x 0  τις παρακάτω συναρτήσεις

 f x
x x
x x

( )
,
,

=
+ <

≥





2

3

4 2
2

 , αν x 0   
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  f x
x x

x x
( )

,

,
=

+ <

+ ≥







2 1 1

3 1
, αν x 0   

 f x
x x
x

x

x
( ) ,

,
=

+ −
+

≠ −

− = −







2 2
2

2

3 2
, αν x 0    .

   α μελετήσετε ως προς τη συνέχεια τις παρακάτω συναρτήσεις και μετά να 
χαρά ετε τη γραφική τους παράσταση, αν

   f x
x x

x
x

( )
, | |

, | |
=

≤

>







2 1
2 1

2

   f x
x x

x
x

x
( ) ,

,
=

− +
−

≠

=







2 5 6
2

2

5 2

 f x
x x
x x

( )
,

ln ,
=

<
≥





1
1

  f x
e x
x x

x

( )
,
,

=
≤

− + >





0
1 02 .

4.  α μελετήσετε ως προς τη συνέχεια τις συναρτήσεις

 f x
x x
x
x

x
( )

,

,
=

− ≤
−
−

>









2 3 1
1
1

1

2

   
ημ , 0

( )
συν , 0

x x
f x x

x x

 <= 
 ≥

.

   α αποδεί ετε ότι οι παρακάτω συναρτήσεις είναι συνεχείς

  ( ) ημ(συν )f x x=    f x x x( ) ln( )= + +2 1  

    ημ( ) xf x e=

  f x x( ) ln(ln )

   α αποδεί ετε ότι η ε ίσωση ημx   x     0 έχει μία τουλάχιστον λύση στο 
διάστημα (0, π .

   ια κάθε μία από τις παρακάτω πολυωνυμικές συναρτήσεις f , να βρείτε έναν 
ακέραιο α τέτοιον, ώστε στο διάστημα (α, α   η ε ίσωση  f ( x   0 να έχει μία 
τουλάχιστον ρί α

   f x x x( ) = + −3 1      f x x x( ) = + +5 2 1

 f x x x( ) = + −4 2 4    f x x x( ) = − + +3 2 .
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  8.   α αποδεί ετε ότι η ε ίσωση

α( x  –  ) ( x  –  v)  +  β( x  –  ) ( x  –  )  +  ( x  –  ) ( x  –  )  =  0,

όπου α, β,  > 0 και  <   <  , έχει δυο ρί ες άνισες, μια στο διάστημα ( ,  και 
μια στο ( , ) .

  9.   α βρείτε το πρόσημο της συνάρτησης  f   για όλες τις πραγματικές τιμές του 
x , όταν

  i )  f ( x )  =  x 3  +  2 x 2  – x  – 2    i i )  f ( x )  =  x 4  – 9 x 2

i i i )  f x x( ) ,= −εϕ 3  x ∈ −( , )π π   i v)  f ( x )  =  ημx   συνx , x ∈[ , ]0 2π .

10.  α βρείτε το σύνολο τιμών των συναρτήσεων

  i )  f ( x )  =  l n x  – 1, x e[ , ]1     i i )   f ( x )  =  – x  +  2, x ( , )0 2

i i i )  f ( x )  =  ημx  +  1, x ∈ 




0

6
,π   i v)   f ( x )  =  e x  +  1, x ∈ −∞( , ]0 .

 

1.  Αν f x
x x x
x x

( )
( )( ) ,

,
=

− + ≤
+ >





κ κ
κ

2
5 2

, να προσδιορίσετε το , ώστε η  f   να είναι 

συνεχής στο x 0  =  2.

2.   Αν f x
x x x

x
x x

( )
,
,
,

=
+ − <

=
+ >









α β

α β

2 2 12 1
5 1

1
, να βρείτε τις τιμές των α β, ∈R  για τις 

οποίες η  f  να είναι συνεχής στο x 0  =  1.

3.    Έστω μία συνάρτηση  f   η οποία είναι συνεχής στο x 0   0. α βρείτε το  f ( 0) , 
αν για κάθε x ∈ *R  ισχύει

x f ( x )  =  συνx  – 1.

    μοίως, να βρείτε το g (0  για τη συνάρτηση g  που είναι συνεχής στο x 0  =  0 
και για κάθε x ∈R ισχύει

| ( ) |xg ημx x x− ≤ 2 .

4.   Αν οι συναρτήσεις  f , g  είναι ορισμένες και συνεχείς στο 0,  και πληρούν τις 
σχέσεις  f ( 0)  <  g (0  και  f ( 1)  >  g ( , να αποδεί ετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον 
ξ ∈ ( , )0 1  τέτοιο ώστε  f ( )  =  g ( ) .
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   α αποδεί ετε ότι οι ε ισώσεις

α  x
x

x
x

4 61
1

1
2

0+
−

+
+

−
=   β  e

x
x

x

x

−
+

−
=

1 2
0ln

έχουν μια, τουλάχιστον, ρί α στο ( , .

   ε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να αποδεί ετε ότι οι γραφικές παρα
στάσεις των συναρτήσεων  f   και g  έχουν ένα ακριβώς κοινό σημείο

 f ( x   e x  και g x
x

( ) 1    f ( x   x  και g x
x

( ) 1

    Έστω  f   μια συνεχής συνάρτηση στο διάστημα , , για την οποία ισχύει

x   (x    για κάθε x ∈ −[ , ]1 1 .

α  α βρείτε τις ρί ες της ε ίσωσης  f ( x   0.

β  α αποδεί ετε ότι η  f   διατηρεί το πρόσημό της στο διάστημα ( , .
γ  οιος μπορεί να είναι ο τύπος της  f   και ποια η γραφική της παράσταση

       Με ανάλογο τρόπο να βρείτε τον τύπο της συνεχούς συνάρτησης  f  στο σύ
νολο R, για την οποία ισχύει

 
(x   x  για κάθε x ∈ R.

   ίνεται το τετράγωνο  του διπλα
νού σχήματος και μία συνεχής στο 0, 

 συνάρτηση f  της οποίας η γραφική 
παράσταση βρίσκεται ολόκληρη μέσα 
στο τετράγωνο αυτό.

    α βρείτε τις ε ισώσεις των διαγω
νίων του τετραγώνου και

   α αποδεί ετε με το θεώρημα του 
 ότι η C f  τέμνει και τις δύο 

διαγώνιες.

   το διπλανό σχήμα η καμπύλη C  είναι η 
γραφική παράσταση μιας συνάρτησης f  
που είναι συνεχής στο α,β  και το 0 (x 0 , 
y 0  είναι ένα σημείο του επιπέδου, 

   α βρείτε τον τύπο της απόστασης 
d (x   ( 0  του σημείου 0 (x 0 , y 0  
από το σημείο ( x , f ( x  της C f  για 
κάθε x ∈[ , ]α β .
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   α αποδεί ετε ότι η συνάρτηση d  είναι συνεχής στο α, β  και στη συνέχεια ότι 
υπάρχει ένα, τουλάχιστον, σημείο της C f  που απέχει από το 0  λιγότερο από 
ότι απέχουν τα υπόλοιπα σημεία της και ένα, τουλάχιστον, σημείο της C f   που 
απέχει από το 0  περισσότερο από ότι απέχουν τα υπόλοιπα σημεία της.

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ Κ Τ ΟΗΣΗΣ

ε κα εμι  από τι  παρακ τ  περιπτ σει  να κυκλ σετε το γρ μμα  αν 
ο ισ υρισμό  είναι αλ  και το γρ μμα  αν ο ισ υρισμό  είναι ευδ  
αιτιολογ ντα  συγ ρόν  τ ν απ ντ σ  σα

   Αν  f ( x   x  και g (x   e x , τότε

α  ( )( )g f( )g f( )( )x( )
x

( )g f( )( )g f( ) 1 , x ∈ *R                Α      

β  ( )( )f g( )f g( ) x x( )x x( )( )f g( )( )f g( ) x x= −x x, x ∈R                Α      

   Αν lim ( )
x

f x( )f x( )
x

l
→ −

= ∈l= ∈l
1 1

R, τότε lim ( )
x

f xm (f xm (
→

=
1
m (
1
m ( 0.                   

   Είναι lim lm lim lim lm lim
x x

xm lxm l
x x

x
x x x x→ →x x→ →x xx x→ →x xx xx xx x→ →x xx xx x→ →x x→ →x xx x→ →x xx xx xx x→ →x xx xx x→ →x x→ →x x → →x x→ →x xx x→ →x xx xx xx x→ →x xx xx x+x x+x x→ →+→ →x x→ →x x+x x→ →x xx x→ →x x+x x→ →x xx xx xx x→ →x xx xx x+x xx xx x→ →x xx xx x

m lm l


m l


m l
→ →→ →x x→ →x xx x→ →x x

m lm lm lm lm lm l




m l


m lm l


m l
→ →→ →→ →→ →x x→ →x xx x→ →x xx x→ →x xx x→ →x x

m lm l


m l


m l
→ →→ →x x→ →x xx x→ →x x
m lm lm lm lm lm l





m l


m lm l


m l
→ →→ →→ →→ →x x→ →x xx x→ →x xx x→ →x xx x→ →x x

m lm l
→ →→ →x x→ →x xx x→ →x xm lm lm lm lm lm l


→ →→ →→ →→ →x x→ →x xx x→ →x xx x→ →x xx x→ →x x

m lm l
→ →→ →x x→ →x xx x→ →x xm lm lm lm lm lm l


→ →→ →→ →→ →x x→ →x xx x→ →x xx x→ →x xx x→ →x x

= ⋅m l= ⋅m lim= ⋅im x= ⋅x
+x x+x x→ →+→ →x x→ →x x+x x→ →x xx x→ →x x+x x→ →x xx xx xx x→ →x xx xx x+x xx xx x→ →x xx xx x

m l= ⋅m l
+x x+x x0→ →0→ →x x→ →x x0x x→ →x x2m l2m l

→ →2→ →x x→ →x x2x x→ →x x 0 0x x0 0x x→ →0 0→ →x x→ →x x0 0x x→ →x x2m l2m l
→ →2→ →x x→ →x x2x x→ →x x 0 2

1 1m l1 1m lim1 1im li1 1lim l1 1m l1 1m l1 1m l1 1m l1 1m l1 1m lm l1 1m lm lm lm lm lm l1 1m lm lm lm l1 1m lm l1 1m lm l m l0m l0m l0m lm l= ⋅m l0m l= ⋅m l 1
=== 0.                 

   Αν  f ( x  >  για κάθε x ∈R  και υπάρχει το lim ( )
x

f xm (f xm (
0
m (
0
m ( ,  

τότε κατ  ανάγκη lim ( )
x

f xm (f xm (
→

>
0
m (
0
m ( 1.                    Α      

5.  σχύει  α  lim
x

x
→+∞

 1 1
=

   
x

 
x

x x  
               Α      

β  ημ
x

xημxημ
x→+∞

= .               Α      
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     Αν 0 10 1≤ ≤0 1f x0 1f x0 1f x0 1f x0 10 1≤ ≤0 1f x0 1≤ ≤0 1( )0 1( )0 10 1≤ ≤0 1( )0 1≤ ≤0 1f x( )f x0 1f x0 1( )0 1f x0 1f x( )f x0 1f x0 1( )0 1f x0 10 1≤ ≤0 1f x0 1≤ ≤0 1( )0 1≤ ≤0 1f x0 1≤ ≤0 1 κοντά στο 0, τότε lim( ( ))
x

x f ( )x( )
→

=
0
m(
0
m( 2x f2x f 0 . Α           

     Αν f
x

( )x( )x ≤
1

2 , x ∈ +∞( ,∈ +( ,∈ + )( ,α( ,∈ +( ,∈ +α∈ +( ,∈ + , τότε κατ  ανάγκη  

θα είναι lim ( )
x

f xm (f xm (
→+∞

= 0 .  Α           

     Αν υπάρχει το lim( ( ) ( ))
x

f x( )f x( )g x( )g x( )
6
m(
6
m( , τότε είναι ίσο με  f ( g ( . Α           

     Αν lim | ( ) |
x x

f x( )f x( )
→x x→x x

=
0

1, τότε κατ  ανάγκη θα είναι 

lim ( )
x x

f xm (f xm (
→x x→x x

=
0

1  ή lim ( )
x x

f xm (f xm (
→x x→x x

= −
0

1. Α           

10.  Αν lim | ( ) |
x x

f x( )f x( )
→x x→x x

=
0

0 , τότε lim ( )
x x

f xm (f xm (
→x x→x x

=
0

0. Α           

   Αν η  f   είναι συνεχής στο R και για 4x ≠   

ισχύει f x x x
x

( )f x( )f x =
− +x x− +x x

−

2 7 1x x7 1x x− +7 1− +x x− +x x7 1x x− +x x 2
4

, τότε το  f (  είναι ίσο με .  Α           

   Αν η  f  είναι συνεχής στο ,  και  f (   , f (   ,  
τότε υπάρχει πραγματικός αριθμός x 0 1 1∈ −( ,1 1( ,1 1∈ −( ,∈ − ) τέτοιος,  
ώστε  f ( x 0   π.  Α           

Να κυκλ σετε τ  σ στ  απ ντ σ  σε κα εμι  από τι  παρακ τ  περιπτ σει

   Αν lim ( )
x x

f xm (f xm ( l
→x x→x x

=
0

, lim ( )
x x

g xm (g xm ( m
→x x→x x

=
0

, l m,l m,l m∈ R  και  f ( x   g (x  κοντά στο x 0 , τότε κατ  

ανάγκη θα είναι

Α  l     l ml m≤l m   l ml ml m    l   m   Ε  m   l .

   Το όριο lim ( )
( )x

( )x( )
( )x( )→+∞ ( )+( )
( )1 2( )( )−( )1 2( )−( )
( )1( )

2 3( )2 3( )
2 3( )2 3( )( )+( )2 3( )+( )( )1( )2 3( )1( )

 είναι ίσο με

Α                        0   +∞   Ε  8 .

   Το lim | |
x

| |x x| | x x
x→+∞

| |− −| || |x x| |− −| |x x| |3 2| |3 2| | 3 23 2

2

| |1| |  είναι ίσο με

Α  +∞        −∞                         1          Ε  0.
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   Αν το lim
x x

x x x
x x→x x→x x

− −x x− −x x
x x−x x0

3 2

3

2
 δεν υπάρχει, τότε

Α  x 0   0          x 0              x 0   –            x 0   .

   ίνονται οι συναρτήσεις

f x( )f x( )f x
( )x( )x

=
( )−( )

+
1

( )2( )
12

 και g x
x

( )g x( )g x =
−

1
12 .

Από τους αρακάτω ισχυρισμούς λάθος είναι ο

Α  η g  είναι συνεχής στο 

 η f  είναι συνεχής στο 

 η g  έχει δυο σημεία στα οποία δεν είναι συνεχής

 lim ( )
x

f xm (f xm (
→+∞

=1.

   οια από τα παρακάτω όρια είναι καλώς ορισμένα

Α  lim
x

x x
→

− +x x− +x x
0

20 1       lim
x

x x
→

− −x x− −x x
0

20 1

 lim
x →+∞

3 1x x3 1x x+ −3 1+ −x x+ −x x3 1x x+ −x x93 193 1x x3 1x x9x x3 1x x         lim
x →−∞

3 1x x3 1x x+ −3 1+ −x x+ −x x3 1x x+ −x x93 193 1x x3 1x x9x x3 1x x

Ε  lim[ln( )]
x

( )x x( )
→

( )+ +( )( )x x( )+ +( )x x( )
0
m[
0
m[ 3( )3( )( )1( )   Τ  lim[ln( )]

x
( )x x( )

→
( )+ −( )( )x x( )+ −( )x x( )

0
m[
0
m[ 3( )3( )( )1( ) .

   ίνεται η συνάρτηση  f   η οποία είναι συνεχής στο διάστημα   0, , με 
f ( 0   ,  f (    και  f (   –  .

οιος από τους παρακάτω ισχυρισμούς δεν προκύπτει κατ  ανάγκη από 
τις υποθέσεις

Α  πάρχει x 0 0 3( ,0 3( ,0 3) τέτοιος, ώστε  f ( x 0   0.

 lim ( )
x

f xm (f xm (
→ −

= −
3

1 .

 lim ( ) ( )
x

f xm (f xm ( f) (f) (
→

) (=) (
2
m (
2
m ( 2 .

 [ , ] ( )− ⊆[ ,− ⊆[ , ] (− ⊆] (1 2[ ,1 2[ ,− ⊆1 2− ⊆[ ,− ⊆[ ,1 2[ ,− ⊆[ , f] (f] (∆)∆) .

Ε     μέγιστη τιμή της  f  στο 0,  είναι το  και η ελάχιστη τιμή της το 1.
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ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜ

Η   
 έννοια της συνάρτησης, ως έκφραση μιας ε άρτησης ανάμεσα σε δύο 

συγκεκριμένες ποσότητες, εμφανί εται μ  έναν υπονοούμενο τρόπο ήδη από την 
αρχαιότητα. Ένα χαρακτηριστικό παράδειγμα αποτελούν οι πίνακες χορδών της 
Αλμαγέστης , του Έλληνα μαθηματικού και αστρονόμου της αλε ανδρινής 

περιόδου λαύδιου τολεμαίου. τη μια στήλη αυτών των πινάκων υπάρχουν τα 
μήκη των τό ων ενός κύκλου και στην άλλη τα μήκη 
των αντίστοιχων χορδών. ρησιμοποιώντας την έννοια 
του ημιτόνου στον μοναδιαίο κύκλο μπορούμε να 
εκφράσουμε αναλυτικά τη συνάρτηση  των πινάκων 
του τολεμαίου ως ε ής

χορδή τό ου ( )x A( )x A( ) B AM= =x A= =x AB A= =B A = ημ .

Με τον ίδιο υπονοούμενο τρόπο η έννοια της συνάρτησης εμφανί εται στους 
λογαριθμικούς πίνακες που κατασκευάστηκαν στις αρχές του 0υ αιώνα.

Τα γεγονότα που έδωσαν αποφασιστική ώθηση στην ανάπτυ η της έννοιας της 
συνάρτησης ήταν η δημιουργία της Άλγεβρας (χρήση γραμμάτων και ειδικών 
συμβόλων για την αναπαράσταση μαθηματικών πρά εων, σχέσεων, αγνώστων 
κ.λπ.  και της αναλυτικής γεωμετρίας (χρήση του αλγεβρικού συμβολισμού σε 
γεωμετρικά προβλήματα .  , στο έργο του   ( , 
παρουσιά οντας τη μέθοδο προσδιορισμού μιας καμπύλης από μια ε ίσωση ως 
προς x  και y  (τα οποία εκφρά ουν τα ευθύγραμμα τμήματα συντεταγμένες των 
σημείων της καμπύλης , περιέγραψε για πρώτη φορά τη δυνατότητα αναλυτικής 
αναπαράστασης μιας σχέσης ε άρτησης ανάμεσα σε μεταβλητές ποσότητες  

π π ρ α α π ρ
π θ α ρ α α

θα πρ α π ρ π θ
α α α π α απ ρ α
α ρ β θ α
π π ρ α α
α π .

 όρος συνάρτηση  (από το λατινικό ρήμα , που σημαίνει εκτελώ, 
λειτουργώ  εμφανίστηκε για πρώτη φορά το  σ  ένα χειρόγραφο του  με 
τίτλο  αντίστροφη μέθοδος των εφαπτομένων ή περί συναρτήσεων  (  

 ,   , στο οποίο ε ετά εται ο υπολογισμός των 
τεταγμένων y  των σημείων μιας καμπύλης όταν είναι γνωστή κάποια ιδιότητα των 
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αντίστοιχων εφαπτομένων.  όρος αυτός άρχισε να αποκτά από εκείνη την εποχή 
μια ιδιαίτερη σημασία για την αναπαράσταση ποσοτήτων που ε αρτώνται από 
άλλες μεταβλητές ποσότητες, ιδιαίτερα όταν η ε άρτηση αυτή μπορεί να πάρει 
τη μορφή μιας αναλυτικής έκφρασης.  .  έδωσε το  τον επόμενο 
γενικό ορισμό

ρ αβ θ α π α π ατί εται 
π π ρ π απ α αβ θ α απ αθ ρ .

 αντίληψη της συνάρτησης ως αναλυτικής έκφρασης  κυριάρχησε για ένα μεγάλο 
χρονικό διάστημα, στη διάρκεια του οποίου η μαθηματική ανάλυση ορί ονταν ως η 
γενική επιστήμη των μεταβλητών και των συναρτήσεών τους.  επόμενος ορισμός, 
που ταυτί ει την έννοια της συνάρτησης με αυτήν της αναλυτικής έκφρασης , 
δόθηκε από τον .  το , στο έργο του Εισαγωγή στην απειροστική 
ανάλυση .

ρ α αβ π α α α α α ραση π
α α π π ρ π απ α αβ π α α αρ θ
αθ ρ π .

 παραπέρα ε έλι η της έννοιας της συνάρτησης προήλθε κυρίως από την 
προσπάθεια μαθηματικής ερμηνείας φυσικών προβλημάτων, όπως π.χ. το πρόβλημα 
μιας παλλόμενης χορδής, στερεωμένης στα δυο άκρα της.  αυτό το πρόβλημα, 
που απασχόλησε ιδιαίτερα τους επιστήμονες στη διάρκεια του ου αιώνα, ητείται 
να προσδιοριστεί μια συνάρτηση της μορφής y   f ( x , t  που περιγράφει το σχήμα 
της χορδής σε μια δεδομένη χρονική στιγμή t . Το είδος όμως των συναρτήσεων 
που υπεισέρχονται σ  αυτό το ήτημα είναι τόσο γενικό, που ανάγκασε τους μα-
θηματικούς να αναθεωρήσουν την καθιερωμένη αντίληψη ότι κάθε συνάρτηση 
ταυτί εται με μια αναλυτική έκφραση και να ανα ητήσουν γενικότερους ορισμούς. 

 . , ήδη από το  διατύπωσε ένα τέτοιο ορισμό, απαλλαγμένο από την 
άμεση αναφορά στην έννοια της αναλυτικής έκφρασης .

π π αρ α απ π ρ π
α α α βα α πρ πρ

α αρ α ρ α π ρ α
π ρ α β θ θ π α α π α θα π ρ α πρ ρ
απ π π α αβ π α
π π αρ α απ π π ρ π πρ ρ α απ
α α αρ .

ι νέες αυτές αντιλήψεις οδήγησαν βαθμιαία στην έννοια της συνάρτησης ως 
αυθαίρετης αντιστοιχίας ανάμεσα στα στοιχεία δυο συνόλων, που δεν ακολουθεί 
υποχρεωτικά κάποιο νόμο .  . , το , επισήμανε ρητά αυτό το σημείο 
με την ε ής παρατήρηση  ρ ηση  f ( x  παρ α α
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α αθ απ π α α θα ρ θ α απ ρ α
θα π ρ π θ α πρα α -

αρ θ θ αρ πρ π θ α
α π α α α α α π π

ρ π α αθ απ α α α α α α α π α

Η   
Την περίοδο που η έννοια της συνάρτησης 
ταυτί ονταν με αυτήν της αναλυτικής έκφρασης , 
υπήρχαν δυο διαφορετικές αντιλήψεις για την 
έννοια της συνέχειας.  μία από αυτές, με καθαρά 
γεωμετρική προέλευση, ε έφρα ε την ιδιότητα μιας 
καμπύλης να μη παρουσιά ει διακοπές . η άλλη, 
με προέλευση κυρίως από τη φυσική, ε έφρα ε την 
ιδιότητα ενός φαινομένου να ακολουθεί τον ίδιο 
νόμο , την ιδιότητα μιας συνάρτησης να διατηρεί 

την ίδια αναλυτική έκφραση σ  ολόκληρο το πεδίο 
ορισμού της.  αυτήν την τελευταία αντίληψη περί 
συνέχειας άσκησε έντονη κριτική ο . .  το 

, σημειώνοντας τα ε ής  α ρ α
α α ρ α
α α α α α ρ

α ρ π α
πρ π απ α α
α ρ π απ απ α θ ρ θ
αθ α α ρ β α α α ρ
α ρ αρ α απ π ρ ρ
α ρ π α α π α

αρ θ α α
α α α α α απ α απ

π α α θα α π π Επ α α θ ρ
ρ α αρ α α αρ
α απ α α β α αρ α α α α

α ρ α α α ρ α π α β α
πρα α αβ ρ π α α α
α αβ α θ αρ πρ π α α α π θ θ

α αρ α ρ θα π ρ α
θ ρ θ α ρα ρ  x 2 (

(  Είναι φανερό ότι ο  χρησιμοποιεί εδώ, χωρίς να την ονομά ει, τη συνάρτηση απόλυτη τιμή.

Ασυνέχεια στο x 0  λόγω 
διακοπής της καμπύλης σ  
αυτό το σημείο

Ασυνέχεια στο x 0 λόγω 
μεταβολής της αναλυτικής 
έκφρασης σ  αυτό το σημείο
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αρα ρα α αρ θ ρ απ
π ρ α α α πρ ρ α α α α αβ βα
αβ βα α θα α α α θ ρ

α α α α π α ρ βρ
α  .

 ορισμός, στον οποίο αναφέρεται εδώ ο , αποτελεί ουσιαστικά την 
πρώτη απόπειρα μελέτης της έννοιας της συνέχειας με λογική αυστηρότητα. 
Αποσυνδέοντας αυτήν την έννοια από κάθε γεωμετρική εποπτεία και ε άρτηση 
από την έννοια της αναλυτικής έκφρασης , τη μετασχημάτισε σε μια καθαρά 
αριθμητική ιδιότητα των συναρτήσεων, που μπορεί να γίνει αντικείμενο λογισμού. 

 ορισμός αυτός του , που δόθηκε το , έχει ως ε ής  (έναν παρόμοιο 
ορισμό είχε δώσει και ο .  το .

( x  α ρ αβ α α π θ α θ
α α ρ α π α α α

π π ρα αβ α απ ρ α α
ρ θα α θ α α ρ ( α ( x π α αρ α απ

α αβ α α π α π ρ π ρ
f ( x θα α α αβ α α θ
α α απ α ρ ( α ( x ρα π π ρ
α α α α α ( x θα παρα πρ α α
απ ρ α αβ παρ π α απ ρ α

α ρ .

Η   
 έννοια της συνέχειας καθώς και ορισμένες άλλες βασικές έννοιες της ανάλυσης 

που θα γνωρίσουμε στα επόμενα κεφάλαια (όπως π.χ. η παράγωγος και το 
ολοκλήρωμα  περιείχαν, στα πρώτα στάδια της ε έλι ής τους, ορισμένες ασάφειες, 
που οφείλονταν κυρίως στην αδυναμία των μαθηματικών να διαπραγματευθούν 
με λογική αυστηρότητα την έννοια του απείρως μικρού και του απείρως μεγάλου. 
Αυτή η αδυναμία οδηγούσε πολλούς να αμφισβητούν τα θεμέλια πάνω στα οποία 
στηρί ονταν το οικοδόμημα της μαθηματικής ανάλυσης και να συνδέουν τα 
εντυπωσιακά αποτελέσματά της με ορισμένες μεταφυσικές ερμηνείες.

ι μαθηματικοί προσπάθησαν να επεράσουν αυτές τις δυσκολίες εισάγοντας 
την ιδέα του ορίου, με την οποία, αρχικά, εκφρά ονταν η δυνατότητα μιας 
μεταβαλλόμενης ποσότητας να προσεγγί ει επ  άπειρον μια σταθερή ποσότητα 
χωρίς στην πραγματικότητα να τη φτάνει ποτέ.    όρισε το  αυτήν 
την έννοια στην Εγκυκλοπαίδεια  του  ως ε ής

α θ α α ρ π ρ α πρ
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πρ α απ α π ρ α α α θ π ρ α π ρ
π θ π πρ α ρ α α π α απ

ρ α α α α .

ύμφωνα λοιπόν μ  αυτόν τον ορισμό, που περικλείει την έννοια της κίνησης ως 
μια διαδικασία προσέγγισης, ο αριθμός  είναι το όριο της ακολουθίας ,    ,  
,    ,  , αλλά όχι όριο ακολουθίας ,    ,         (γιατί αυτή φτάνει  

το , ούτε όριο της ακολουθίας ,    ,0    ,    ,000   (γιατί αυτή επερνά 
το .  τρόπος με τον οποίο οι μαθηματικοί χρησιμοποιούσαν την έννοια αυτή του 
ορίου φαίνεται χαρακτηριστικά στο επόμενο παράδειγμα, στο οποίο ο . .  

αποδεικνύει το 0 ότι lim
x

x
x→+∞ +

=
α

α
α

α ρ α
α
x

x +
π α π θ α -

α θ ρ α ρ α αρ θ α παρ α βρ  
α

α1+
x

α απ α π αθαρ ρ θα παρα π

ρ ρ απ α α θα πρ α α α ρ
x

 

παρ α α α π ρ ρ α π ρ α θ θ
α ρ α α α α α ρ α

α
α

α
α

α
−

+
=

+
x

x xαx xα+x x+

2

α π α α α π ρ α α ρ α π ρ
α ρ ρ απ π α π π α π ρ π

α π ρ α πρ α θ ρα α α

ρ ρ α
α
x

x +
πρ α ρ α .

ια να τυποποιήσουμε αυτήν την μακροσκελή διαδικασία, οι μαθηματικοί 
προσπάθησαν να αποσυνδέσουν την έννοια του ορίου από την έννοια της κίνησης 
και να την ορίσουν με καθαρά αριθμητικούς όρους, έτσι ώστε να γίνει ένα 
αντικείμενο μαθηματικού λογισμού. Το αποτέλεσμα αυτής της προσπάθειας υπήρ ε 
ο σημερινός στατικός  ορισμός με τη βοήθεια των ανισοτήτων και της απόλυσης 
τιμής, που διατυπώθηκε από τον  στα μέσα του ου αιώνα. Με αυτόν 
τον ορισμό, η έννοια του ορίου απογυμνώθηκε από κάθε στοιχείο εποπτείας αλλά 
έγινε έτσι δυνατό να αποδειχθούν με λογική αυστηρότητα οι ιδιότητες των ορίων 
και να τυποποιηθεί η διαδικασία υπολογισμού τους.
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Σ  
Ας θεωρήσουμε ένα σώμα που κινείται κατά μήκος ενός ά ονα και ας υποθέσουμε ότι S  

 S ( t  είναι η τετμημένη του σώματος αυτού τη χρονική στιγμή t .

 συνάρτηση S  καθορί ει τη θέση του σώματος τη χρονική στιγμή t  και ονομά εται 
συν ρτ σ  σ  του κινητού.
Ας υποθέσουμε, τώρα, ότι κάποια χρονική στιγμή t 0  το κινητό βρίσκεται στη θέση Μ 0  και 
ότι μετά από παρέλευση χρόνου h , δηλαδή τη χρονική στιγμή t   t 0   h , βρίσκεται στη 
θέση . ( χ. . το χρονικό διάστημα από t 0  έως t  η μετατόπιση του κινητού είναι ίση 
με S ( t  –  S ( t 0 . Άρα,  μ σ  τα ύτ τα του κινητού σ  αυτό το χρονικό διάστημα είναι

S t S t
t t

( ) ( )−
−

=0

0
·

μετατόπιση
χρόνος

σο το t  είναι πλησιέστερα στο t 0 , τόσο η μέση ταχύτητα του κινητού δίνει με καλύτε-
ρη προσέγγιση το ρ θ α α  της θέσης του κινητού κοντά στο t 0 . ια το λόγο 
αυτό το όριο της μέσης ταχύτητας, καθώς το t  τείνει στο t 0 , το ονομά ουμε στιγμιαία 
τα ύτ τα του κινητού τη χρονική στιγμή t 0  και τη συμβολί ουμε με ( t 0 . ηλαδή

0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim

t t

S t S t
t

t t→

−
=

−
υ .

2 Ι ΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ
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ια παράδειγμα, αν S ( t  =  –  t 2   t  είναι η συνάρτηση θέσης ενός κινητού ( χ. β , 

 

τότε η στιγμιαία ταχύτητα του κινητού κατά τις χρονικές στιγμές t   , t 2    και t 3    
είναι αντιστοίχως

 υ( ) lim ( ) ( ) lim lim ( )(1 1
1

4 3
1

1 3
1 1

2

1
=

−
−

=
− + −

−
=

− − −
→ → →t t t

S t S
t

t t
t

t t ))
t −

=
1

2

 υ( ) lim ( ) ( ) lim lim ( )(2 2
2

4 4
2

2 2
2 2

2

2
=

−
−

=
− + −

−
=

− − −
→ → →t t t

S t S
t

t t
t

t t ))
t −

=
2

0

 υ( ) lim ( ) ( ) lim lim ( )(3 3
3

4 3
3

1 3
3 3

2

3
=

−
−

=
− + −

−
=

− − −
→ → →t t t

S t S
t

t t
t

t t ))
t −

= −
3

2.

ταν ένα κινητό κινείται προς τα δε ιά, τότε κοντά στο t 0  ισχύει S t S t
t t

( ) ( )−
−

>0

0

0 , οπό-

τε είναι υ( )t 0 0≥ , ενώ, όταν το κινητό κινείται προς τα αριστερά κοντά στο t 0  ισχύει 
S t S t

t t
( ) ( )−

−
<0

0

0, οπότε είναι υ( )t 0 0≤ .

 
Είναι γνωστό από την Ευκλείδεια εωμετρία ότι 
εφαπτομένη ενός κύκλου σε ένα σημείο του  
ονομά ουμε την ευθεία η οποία έχει με τον κύκλο ένα 
μόνο κοινό σημείο, το .  ορισμός αυτός δεν μπορεί 
να γενικευτεί για οποιαδήποτε καμπύλη, γιατί, με έναν 
τέτοιο ορισμό η παραβολή y   x 2  θα είχε στο σημείο ( , 

 δύο εφαπτόμενες  και  ( χ. α , ενώ η y   x 3  δεν θα 
είχε στο σημείο ( ,  καμία εφαπτομένη ( χ. β . 
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Επομένως, πρέπει να ανα ητήσουμε έναν άλλον 
ορισμό της εφαπτομένης του κύκλου, ο οποίος να 
μπορεί να γενικευτεί για όλες τις καμπύλες. 

εωρούμε, λοιπόν, ένα άλλο σημείο  του κύκλου 
( χ. . Τα σημεία ,  ορί ουν μια τέμνουσα του 
κύκλου, την ευθεία . αθώς το σημείο , κι-
νούμενο πάνω στον κύκλο πλησιά ει στο , η τέ-
μνουσα  φαίνεται να έχει ως οριακή θέση  την 
εφαπτομένη του κύκλου στο .
Τη διαπίστωση αυτή θα δούμε, τώρα, πως μπορούμε να 
την α ιοποιήσουμε για να ορίσουμε την εφαπτομένη 
της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης σε ένα 
σημείο της. 

 Έστω   μία συνάρτηση και ( x 0 , f ( x 0  ένα σημείο της γραφικής της παράστασης.

Αν πάρουμε ένα ακόμη σημείο Μ(x , f ( x , x x≠ 0, της γραφικής παράστασης της  f   και 
την ευθεία  που ορί ουν τα σημεία  και M , παρατηρούμε ότι
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αθώς το x  τείνει στο x 0  με x  > x 0 , η τέμνουσα  φαίνεται να παίρνει μια οριακή 
θέση  ( χ. α . Την ίδια οριακή θέση φαίνεται να παίρνει και όταν το x  τείνει στο 
x 0  με x   x 0  ( χ. β . Την οριακή θέση της  θα μπορούσαμε να την ονομάσουμε 
εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της  f  στο . Επειδή η κλίση της τέμνουσας  

είναι ίση με f x f x
x x

( ) ( )0

0

, είναι λογικό να αναμένουμε ότι η εφαπτομένη της C f   στο 

σημείο ( x 0 , f ( x 0  θα έχει κλίση το

lim
( ) ( )

x x

f x f x
x x→

−
−0

0

0
.

Έτσι δίνουμε τον παρακάτω ορισμό.

Έστω f  μια συνάρτηση και ( x 0 , f ( x 0  ένα σημείο της C . Αν υπάρχει το 

0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x
x x→

−
−

και είναι ένας πραγματικός αριθμός , τότε ορί ουμε ως εφαπτο-

μένη της C f   στο σημείο της , την ευθεία  που διέρχεται από το  και έχει συντε-
λεστή διεύθυνσης .

Επομένως, η ε ίσωση της εφαπτομένης στο σημείο ( x 0 , f ( x 0  είναι

y  f ( x0  = ( x  x0 ) ,
όπου 

0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x
x x

λ
→

−
=

−
.

ια παράδειγμα, έστω η συνάρτηση f ( x   x 2  και το 
σημείο της ( , . Επειδή

lim ( ) ( ) lim
x x

f x f
x

x
x→ →

−
−

=
−
−

=
1 1

21
1

1
1

= + =
→
lim( )
x

x
1

1 2,

ορί εται εφαπτομένη της C f  στο σημείο της ( , .  
εφαπτομένη αυτή έχει συντελεστή διεύθυνσης  =   
και ε ίσωση y    =  (x   .

Ο     
τα προηγούμενα, οι ορισμοί της στιγμιαίας ταχύτητας ενός κινητού και της εφαπτομένης 

σε σημείο μιας καμπύλης μας οδήγησαν σε ένα όριο της μορφής

lim
( ) ( )

x x

f x f x
x x→

−
−0

0

0

.
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ια την ιδιαίτερη περίπτωση που το παραπάνω όριο υπάρχει και είναι πραγματικός 
αριθμός, δίνουμε τον ακόλουθο ορισμό

Μια συνάρτηση  f   λέμε ότι είναι παραγ γίσιμ  σ  να σ μείο x0  του πεδίου ορι-
σμού της, αν υπάρχει το

lim
( ) ( )

x x

f x( )f x( ) f x( )f x( )
x x→x x→x x

−
x x−x x0

0( )0( )

0

και είναι πραγματικός αριθμός.
Το όριο αυτό ονομά εται παρ γ γο  τ   f  στο x 0  και συμβολί εται με  f x 0 ) . 

ηλαδή

′ =
−

→
f x′f x′ f x f x

x x−x x−x x→x x→
( )f x( )f x lim

( )f x( )f x ( )f x( )f x
0( )0( ) 0( )0( )

00

.

ια παράδειγμα, αν  f ( x   x 2   , τότε στο x 0    έχουμε

lim ( ) ( ) lim lim ( )( ) lim
x x x x

f x f
x

x
x

x x
x→ → → →

−
−

=
−
−

=
− +

−
=

1 1

2

1

1
1

1
1

1 1
1 11

1 2( ) .x + =

Επομένως,  (   . 

Αν, τώρα, στην ισότητα ′ =
−
−→

f x f x f x
x xx x

( ) lim
( ) ( )

0
0

00

 θέσουμε x   x 0   h , τότε έχουμε

′ =
+ −

→
f x

f x h f x
hh

( ) lim
( ) ( )

0 0

0 0 .

ολλές φορές το h   x   x 0  συμβολί εται με , ενώ το  f ( x 0   h   f ( x 0  =   f ( x 0     
f ( x 0  συμβολί εται με  f ( x 0 , οπότε ο παραπάνω τύπος γράφεται

′ =
→

f x
f x
xx

( ) lim Δ )
Δ

0

Δ 00
(

.

 τελευταία ισότητα οδήγησε το  να συμβολίσει την παράγωγο στο x 0  με 
df x
dx
( )0  

ή 
df x
dx x x
( )

0
.  συμβολισμός  (x 0  είναι μεταγενέστερος και οφείλεται στον . 

Είναι φανερό ότι, αν το x 0  είναι εσωτερικό σημείο ενός διαστήματος του πεδίου ορισμού 
της  f , τότε

  f   είναι παραγωγίσιμη στο x 0 , αν και μόνο αν υπάρχουν στο RRR  τα όρια

lim
( ) ( )

x x

f x( )f x( ) f x( )f x( )
x x→x x→x x−

−
x x−x x0

0( )0( )

0

, lim
( ) ( )

x x

f x( )f x( ) f x( )f x( )
x x→x x→x x+

−
x x−x x0

0( )0( )

0και είναι ίσα.
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ια παράδειγμα,

— η συνάρτηση f x
x x
x x

( )
,
,

=
− <

≥





2

2

0
0

  

είναι παραγωγίσιμη στο 0 με  f (0  =  0, αφού

lim ( ) ( ) lim
x x

f x f
x

x
x→ →−

−
−

=
− −

=
0 0

20
0

0 0

και

lim ( ) ( ) lim
x x

f x f
x

x
x→ →+

−
−

=
−

=
0 0

20
0

0 0 ,

 
ενώ

— η συνάρτηση f x
x x
x x

( )
,
,

=
<
≥





3 0
5 0

  

δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0, αφού

lim ( ) ( ) lim
x x

f x f
x

x
x→ →−

−
−

=
−

=
0 0

30
0

0 0

και

lim ( ) ( ) lim
x x

f x f
x

x
x→ →+

−
−

=
−

=
0 0

0
0

5 0 5 .

ύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό

  στιγμιαία ταχύτητα ενός κινητού, τη χρονική στιγμή t 0 , είναι η παράγωγος της συ-
νάρτησης θέσης x   S ( t  τη χρονική στιγμή t 0 . ηλαδή, είναι

( t 0  = S t 0 ) .

  συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης  της C f   μιας παραγωγίσιμης συνάρτησης 
f , στο σημείο ( x 0 , f ( x 0  είναι η παράγωγος της  f   στο x 0 . ηλαδή, είναι

 = f x0 ) ,

οπότε η ε ίσωση της απ  είναι

y   f ( x 0   (x 0 ) ( x   x 0 )

Την κλίση (x 0  της εφαπτομένης  στο ( x 0 , f ( x 0  θα τη λέμε και κλίσ  τ  C f  στο  ή 
κλίσ  τ   f  στο x 0 .
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Κ  

 Ας δούμε, τώρα, αν μπορούμε να ορίσουμε 
εφαπτομένη της γραφικής παράστασης μιας συ
νεχούς συνάρτησης  f  σ  ένα σημείο της ( x 0 , f ( x 0 , 
όταν η  f   δεν είναι παραγωγίσιμη στο x 0 . 

 Έστω για παράδειγμα η συνάρτηση 

f x x( )  ( χ. 0 . 

 συνάρτηση αυτή είναι συνεχής στο 0, αλλά δεν 
είναι παραγωγίσιμη σ  αυτό, αφού

lim ( ) ( ) lim lim
x x x

f x f
x

x
x x→ → →

−
−

= = = +∞
0 0 0

0
0

1 .

αρατηρούμε όμως ότι, αν ( x , f ( x , x ≠ 0, είναι ένα σημείο της C , τότε, καθώς το x  
τείνει στο 0, η τέμνουσα  φαίνεται να παίρνει ως οριακή θέση την κατακόρυφη ευθεία 
που περνάει από το , δηλαδή τείνει να συμπέσει με τον ά ονα . την περίπτωση αυτή 
ως εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της  f  στο (0,0  ορί ουμε την κατακόρυφη 
ευθεία x  =  0. 

— Έστω τώρα και η συνάρτηση

f x x( ) | |.         ( χ. 

 συνάρτηση αυτή είναι συνεχής στο 0, αλλά δεν 
είναι παραγωγίσιμη σ  αυτό, αφού

lim ( ) ( ) lim lim
x x x

f x f
x

x
x x→ → →− − −

−
−

=
−

=
−
−

= −∞
0 0 0

0
0

1
 

και

lim ( ) ( ) lim lim
x x x

f x f
x

x
x x→ → →+ + +

−
−

= = = +∞
0 0 0

0
0

1 .

αρατηρούμε όμως και εδώ ότι, αν ( x , f ( x , x ≠ 0, είναι ένα σημείο της C ,  τότε, 
καθώς το x  τείνει στο 0, η τέμνουσα  τείνει να συμπέσει με τον ά ονα . την περί-
πτωση αυτή ως εφαπτομένη της C f   στο (0, 0  ορί ουμε την κατακόρυφη ευθεία x   0.

ενικά
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Αν μια συνάρτηση  f   είναι συνε  στο x 0  και ισχύει μια από τις παρακάτω συν-
θήκες

α  lim
( ) ( )

x x

f x( )f x( ) f x( )f x( )
x x→x x→x x

−
x x−x x

= +∞
0

0( )0( )

0

 (ή −∞ )  

β  lim
( ) ( )

x x

f x( )f x( ) f x( )f x( )
x x→x x→x x−

−
x x−x x

= +∞
0

0( )0( )

0

 και lim
( ) ( )

x x

f x( )f x( ) f x( )f x( )
x x→x x→x x+

−
x x−x x

= −∞
0

0( )0( )

0

,

γ  lim
( ) ( )

x x

f x( )f x( ) f x( )f x( )
x x→x x→x x−

−
x x−x x

= −∞
0

0( )0( )

0

 και lim
( ) ( )

x x

f x( )f x( ) f x( )f x( )
x x→x x→x x+

−
x x−x x

= +∞
0

0( )0( )

0

,

τότε ορί ουμε ως ε απτομ ν  της C f  στο σημείο ( x 0 , f ( x 0  την κατακόρυφη ευ-
θεία x   x 0 .

ια παράδειγμα, η γραφική παράσταση της 
συνάρτησης

 
f x

x x

x x
( )

,

,
=

− − <

≥







0

0
( χ. 

δέχεται στο σημείο της (0,0  κατακόρυφη 
εφαπτομένη, την x   0, αφού είναι συνεχής 
στο 0 και ισχύει

lim ( ) ( ) lim lim
x x x

f x f
x

x
x x→ → →− − −

−
−

=
− −

=
−

= +∞
0 0 0

0
0

1

lim ( ) ( ) lim lim .
x x x

f x f
x

x
x x→ → →+ + +

−
−

= = = +∞
0 0 0

0
0

1

 

 Αν μια συνάρτηση  f   δεν είναι παραγωγί-
σιμη στο x 0  και δεν ισχύουν οι προ ποθέσεις 
του παραπάνω ορισμού, τότε δεν ορί ουμε 
εφαπτομένη της C f   στο σημείο ( x 0 , f ( x 0 ) ) .

ια παράδειγμα, η γραφική παράσταση της 
συνάρτησης

f x
x x
x x

( )
,
,

=
<
≥





0
02 ,

δεν έχει εφαπτομένη στο (0,0 , αφού
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lim ( ) ( ) lim
x x

f x f
x

x
x→ →−

−
−

= =
0 0

0
0

1,

ενώ

lim ( ) ( ) lim lim
x x x

f x f
x

x
x

x
→ → →+

−
−

= = =
0 0

2

0

0
0

0 .

  

Έστω η συνάρτηση f x x( ) | |.   f   είναι συνεχής στο x 0  
 0, αλλά δεν είναι παραγωγίσιμη σ  αυτό, αφού

lim ( ) ( ) lim
x x

f x f
x

x
x→ →+

−
−

= =
0 0

0
0

1, ενώ

lim ( ) ( ) lim
x x

f x f
x

x
x→ →−

−
−

=
−

= −
0 0

0
0

1.

αρατηρούμε, δηλαδή, ότι μια συνάρτηση f  μπορεί να είναι συνεχής σ  ένα σημείο x 0  
χωρίς να είναι παραγωγίσιμη σ  αυτό. Αν, όμως, η  f  είναι παραγωγίσιμη στο x 0 , τότε θα 
είναι και συνεχής στο x 0 , δηλαδή ισχύει το παρακάτω θεώρημα

Αν μια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη σ  ένα σημείο x 0 , τότε είναι και συνεχής 
στο σημείο αυτό.

Ο ΕΙ Η

ια x x≠ 0 έχουμε

f x f x
f x f x

x x
x x( ) ( )

( ) ( )
( )− =

−
−

⋅ −0
0

0
0 ,

οπότε

lim[ ( ) ( )] lim
( ) ( )

( )
x x x x

f x f x
f x f x

x x
x x

→ →
− =

−
−

⋅ −










0 0
0

0

0
0

=
−
−

⋅ −
→ →
lim

( ) ( )
lim( )

x x x x

f x f x
x x

x x
0 0

0

0
0

= ′ ⋅ =f x( )0 0 0,

αφού η f  είναι παραγωγίσιμη στο x 0 . Επομένως, lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

=
0

0 , δηλαδή η f  είναι 
συνεχής στο x 0 . ■
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Αν μια συνάρτηση  f   δεν είναι συνεχής σ  ένα σημείο x 0 , τότε, σύμφωνα με το προηγού-
μενο θεώρημα, δεν μπορεί να είναι παραγωγίσιμη στο x 0 .

Ε ΡΜΟΓΗ

ια ποιε  τιμ  του α∈R   συν ρτ σ  f x
x x

α
α x( )

, 02 2

=
+ + <




 είναι

 συνε  στο x 0  =             παραγ γίσιμ  στο x0  = 

ΛΥΣΗ

    f   είναι συνεχής στο x 0   0, αν και μόνο αν

lim ( ) lim ( ) ( )
x x

f x f x f
→ →− +

= =
0 0

0

ή, ισοδύναμα,

α α2 1 1= ⇔ =  ή α = − .

 ιακρίνουμε τις ε ής περιπτώσεις

 Αν a ≠ −1, 1, η συνάρτηση  f   δεν είναι συνεχής και επομένως δεν είναι παραγωγίσιμη.

 Αν  = , η συνάρτηση γράφεται

f x
x x x
x x x

( )
,
,

=
+ + <
+ + ≥





2

3

1 0
1 0

.

— ια x   0, έχουμε

f x f
x

x x
x

x x
x

x( ) ( ) ( )−
−

=
+ + −

=
+

= +
0

0
1 1 1 1

2

,

οπότε

lim ( ) ( ) lim( )
x x

f x f
x

x
→ →−

−
−

= + =
0 0

0
0

1 1.

— ια x  > 0 έχουμε

f x f
x

x x
x

x x
x

x( ) ( ) ( )−
−

=
+ + −

=
+

= +
0

0
1 1 1 1

3 2
2 ,

οπότε
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lim ( ) ( ) lim( )
x x

f x f
x

x
→ →+

−
−

= + =
0 0

20
0

1 1 .

Άρα

lim ( ) ( ) lim ( ) ( )
x x

f x f
x

f x f
x→ →− +

−
−

=
−
−0 0

0
0

0
0

και επομένως, για α =   η  f   είναι παραγωγίσιμη στο x 0   0.

 Αν  =  , η συνάρτηση γράφεται

f x
x x x
x x x

( )
,
,

=
+ + <
− + ≥





2

3

1 0
1 0

— ια x   0, έχουμε

f x f
x

x x
x

x x
x

x( ) ( ) ( )−
−

=
+ + −

=
+

= +
0

0
1 1 1 1

2

,

οπότε

lim ( ) ( ) lim( )
x x

f x f
x

x
→ →−

−
−

= + =
0 0

0
0

1 1.

— ια x  > 0 έχουμε

f x f
x

x x
x

x x
x

x( ) ( ) ( )−
−

=
− + −

=
−

= −
0

0
1 1 1 1

3 2
2 ,

οπότε

lim ( ) ( ) lim( )
x x

f x f
x

x
→ →+

−
−

= − = −
0 0

20
0

1 1.

Άρα

lim ( ) ( ) lim ( ) ( )
x x

f x f
x

f x f
x→ →− +

−
−

≠
−
−0 0

0
0

0
0

και επομένως, για α =    η  f   δεν είναι παραγωγίσιμη στο x 0   0.

ΣΚΗΣΕΙΣ

 

  α βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης   στο σημείο x 0 , όταν

    f ( x   x 2   , x 0   0   f x
x

( ) 1
2 , x 0   

  f ( x   ημ2 x , x 0   0.
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   α βρείτε (αν υπάρχει  την παράγωγο της συνάρτησης  f   στο σημείο x 0 , όταν

   f x x x( ) | | ,        x 0   0  f x x( ) | |= −1 ,                             x 0   

 f x x x( ) | |= −2 3 , x 0     f x
x x x
x x

( )
,
,

=
+ + <

+ ≥





2 1 0
1 0

,     x 0   0.

   Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο 0, να αποδεί ετε ότι η συνάρτηση g ( x   
x f ( x  είναι παραγωγίσιμη στο 0.

   Αφού μελετήσετε ως προς τη συνέχεια στο x 0  τις παρακάτω συναρτήσεις, να 
ε ετάσετε αν είναι παραγωγίσιμες στο σημείο αυτό.

 f x
x x
x x

( )
,
,

=
+ <

≥





2

3

1 0
0

, αν x 0   0   f x x( ) | |= − +1 1, αν x 0   .

   α βρείτε την ε ίσωση της εφαπτομένης της C f  (αν ορί εται  στο ( x 0 , f ( x 0  για 
κάθε μία από τις συναρτήσεις των ασκήσεων  και .

 

   α βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης ημ  στο σημείο  
x 0   0.

   Αν για μία συνάρτηση  f  ισχύει  f (   h     h   h 2   h 3 , για κάθε h ∈ R, να 
αποδεί ετε ότι

  f (         (   .

   Αν f x x
x

x x
( )

,

,
= −

<

+ ≥







1
1

0

1 0ημ
, να αποδεί ετε ότι ορί εται εφαπτομένη της γρα-

φικής παράστασης στο σημείο (0,  και σχηματί ει με τον ά ονα των x  γωνία 
4
π .

   α βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f x
x

x
x

x
( )

,

,
=

−
≠

=







1 0

0 0

συν
 στο x 0   0.

   Αν x f x x x+ ≤ ≤ + +1 12( ) , για κάθε x ∈ R, να αποδεί ετε ότι

  f (0   
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 1 0 1≥
−

≥ +
f x f

x
x( ) ( ) ,  για x   0 και 

1 0 1≤
−

≤ +
f x f

x
x( ) ( ) ,  για x  > 0

 (0   .

   Αν μια συνάρτηση  f   είναι συνεχής στο σημείο x 0   0 και για κάθε x ∈ R ισχύει

2 x x xf x x x− ≤ ≤ +4 2 4( )ημ ημ
να αποδεί ετε ότι

  f (0   0     f (0   .

7.   ν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο 0 και lim ( )
x

f x
x→

=
0

4, να αποδεί ετε ότι

  f (0   0      f (0   .

   α αποδεί ετε ότι, αν μια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο x 0 , τότε

  lim
( ) ( )

( )
h

f x h f x
h

f x
→

− −
= − ′

0

0 0
0

 lim
( ) ( )

( )
h

f x h f x h
h

f x
→

+ − −
= ′

0

0 0
02 .

   το παρακάτω σχήμα δίνονται οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων θέσεως 
τριών κινητών που κινήθηκαν πάνω στον ά ονα  στο χρονικό διάστημα από 0 

 έως  . α βρείτε

22-0181-02_HR.indb   221 12/12/2013   10:50:21 πμ



2 2 2    Ι ΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

    οιο κινητό εκίνησε από την αρχή του ά ονα κίνησης

   οιο κινητό κινήθηκε μόνο προς τα δε ιά

   οιο κινητό άλλα ε φορά κίνησης τη χρονική στιγμή t    , ποιο τη χρονική 
στιγμή t     και ποιο τη χρονική στιγμή t    

   οιο κινητό κινήθηκε προς τα αριστερά σε όλο το χρονικό διάστημα από 0  
έως  

   οιο κινητό τερμάτισε πιο κοντά στην αρχή του ά ονα κίνησης

  οιο κινητό διάνυσε το μεγαλύτερο διάστημα

2 . 2  Ρ ΓΩΓΙΣΙΜΕΣ ΣΥ ΡΤΗΣΕΙΣ 
 Ρ ΓΩΓΟΣ ΣΥ ΡΤΗΣΗ
 Έστω  f  μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού ένα σύνολο . α λέμε ότι

—   f  είναι παραγωγίσιμη στο  ή, απλά, παραγ γίσιμ , όταν είναι παραγωγίσιμη σε 
κάθε σημείο x A0 .

—  f  είναι παραγ γίσιμ  σε να ανοικτό δι στ μα (  )  του πεδίου ορισμού της, 
όταν είναι παραγωγίσιμη σε κάθε σημείο x 0 ∈ ( , )α β .

—  f  είναι παραγ γίσιμ  σε να κλειστό δι στ μα [  ]  του πεδίου ορισμού της, 
όταν είναι παραγωγίσιμη στο (α, β  και επιπλέον ισχύει

lim ( ) ( )
x

f x f
x→ +

−
−

∈
α

α
α

R  και lim ( ) ( )
x

f x f
x→ −

−
−

∈
β

β
β

R .

 Έστω f  μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού  και  το σύνολο των σημείων του  
στα οποία αυτή είναι παραγωγίσιμη. Αντιστοιχί οντας κάθε x A  στο (x , ορί ουμε τη 
συνάρτηση 

′ →
→ ′

f A R
x f x

:
( ),

1

η οποία ονομά εται πρ τ  παρ γ γο  τ   f   ή απλά παρ γ γο  τ   f .  πρώτη παρά-

γωγος της  f  συμβολί εται και με df
dx

 που διαβά εται ντε εφ προς ντε χι . ια πρακτικούς 

λόγους την παράγωγο συνάρτηση y  =  f (x  θα τη συμβολί ουμε και με y  =  ( f ( x .
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Αν υποθέσουμε ότι το  είναι διάστημα ή ένωση διαστημάτων, τότε η παράγωγος  
της  f , αν υπάρχει, λέγεται δεύτερ  παρ γ γο  της  f  και συμβολί εται με .
Επαγωγικά ορί εται η νιοστ  παρ γ γο  της f , με ν ≥ 3 , και συμβολί εται με f ( ) . 

ηλαδή

f  ( )  =  f  (  ν ≥ 3.

 εύρεση της παραγώγου συνάρτησης, με βάση τον ορισμό που δώσαμε, δεν είναι 
πάντα εύκολη. τη συνέχεια θα δούμε μερικές βασικές περιπτώσεις παραγώγισης 
συναρτήσεων, που θα τις χρησιμοποιούμε στην εύρεση παραγώγου συναρτήσεων (αντί 
να χρησιμοποιούμε τον ορισμό κάθε φορά .

   

 Έστω η σταθερή συνάρτηση  f ( x  =  c , c ∈R.  συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο 
R και ισχύει  f (x  =  0, δηλαδή

( c   0

ράγματι, αν x 0  είναι ένα σημείο του R, τότε για x x≠ 0  ισχύει

f x f x
x x

c c
x x

( ) ( )−
−

=
−
−

=0

0 0

0 .

Επομένως,

lim
( ) ( )

x x

f x f x
x x→

−
−

=
0

0

0

0 ,

δηλαδή (c   0. ■

 Έστω η συνάρτηση f ( x   x .  συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει  
f (x   , δηλαδή

( x   

ράγματι, αν x 0  είναι ένα σημείο του R, τότε για x x≠ 0  ισχύει

f x f x
x x

x x
x x

( ) ( )−
−

=
−
−

=0

0

0

0

1 .

Επομένως,

lim
( ) ( )

lim
x x x x

f x f x
x x→ →

−
−

= =
0 0

0

0

1 1,

δηλαδή (x   . ■
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 Έστω η συνάρτηση f ( x   x ν, ν ∈ −{ , }0 1 .  συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο R 
και ισχύει  f (x   , δηλαδή

( x   

ράγματι, αν x 0  είναι ένα σημείο του R, τότε για x x≠ 0  ισχύει

f x f x
x x

x x
x x

x x x x x x
x x

( ) ( ) ( )( )−
−

=
−
−

=
− + + +

−
=

− − −
0

0

0

0

0
1 2

0 0
1

0

ν ν ν ν ν


xx x x xν ν ν− − −+ + +1 2
0 0

1
 ,

οπότε

lim
( ) ( )

lim( )
x x x x

f x f x
x x

x x x x x x
→ →

− − − −−
−

= + + + = +
0 0

0

0

1 2
0 0

1
0

1ν ν ν ν� 00
1

0
1

0
1ν ν ν− − −+ + =� ν ,

δηλαδή (x   . ■

 Έστω η συνάρτηση f x x( ) .  συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη στο (0, +∞  και 

ισχύει ′ =f x
x

( ) 1
2

, δηλαδή

 
x

( )( )x( )x
′

=
1

2

ράγματι, αν x 0  είναι ένα σημείο του (0, +∞ , τότε για x x≠ 0  ισχύει

f x f x
x x

x x
x x

x x x x

x x x x
x x

x x
( ) ( )

( ) (
−
−

=
−
−

=
−( ) +( )
− +( )

=
−

−
0

0

0

0

0 0

0 0

0

0 ))
,

x x x x+( )
=

+0 0

1

οπότε

lim
( ) ( )

lim
x x x x

f x f x
x x x x x→ →

−
−

=
+

=
0 0

0

0 0 0

1 1
2

,

δηλαδή x
x

( )′ =
1

2
.

πως είδαμε στην παράγραφο .  η f x x( ) =  δεν είναι παραγ γίσιμ  στο .  ■

 Έστω συνάρτηση f ( x  =  ημx .  συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει 
f (x  =  συνx , δηλαδή

(ημx  =  συνx
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ράγματι, για κάθε x R και h   ≠ 0 ισχύει 

f x h f x
h

x h x
h

x h x h x
h

( ) ( ) ( )+ −
=

+ −
=

⋅ + ⋅ −ημ ημ ημ ημημσυν συν

= ⋅
−

+ ⋅x
h

h h
1)ημ

ημ
συνx .

(συνh

Επειδή 

lim
h

h
h→

=
0

1ημ  και lim
h

h
h→

−
=

0

1 0συν , 

έχουμε 
lim ( ) ( )
h

f x h f x
h

x x x
→

+ −
= ⋅ + ⋅ =

0
0 1ημ . συν συν

ηλαδή, (ημx   συνx . ■

 Έστω η συνάρτηση f ( x   συνx .  συνάρτηση  f   είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει 
f (x  =   ημx , δηλαδή

(συνx    ημx

ράγματι, για κάθε x R και h ≠ 0 ισχύει

f x h f x
h

x h x
h

x h x h x
h

( ) ( ) ( )+ −
=

+ −
=

⋅ − ⋅ −συν συν συν συν συνημ ημ

= ⋅
−

− ⋅x h
h

x h
h

1συν
συν

ημ
ημ ,

οπότε

lim ( ) ( ) lim lim
h h h

f x h f x
h

x h
h

x h
h→ → →

+ −
= ⋅

−





 − ⋅

0 0 0

1 





συν

συν
ημ

ημ

− −= =συνx ημx ημx0⋅ ⋅ 1 .
ηλαδή, (συνx  =   ημx .  ■

Τα όρια

lim
x

x
x→

=
0

1ημ ,          lim
x

x
x→

−
=

0

1 0συν ,

τα οποία χρησιμοποιήσαμε για να υπολογίσουμε την παράγωγο των συναρτήσεων  f ( x   
ημx , g ( x  =  συνx  είναι η παράγωγος στο x 0  =  0 των συναρτήσεων f , g  αντιστοίχως, αφού
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lim lim ( )
x x

x
x

x
x

f
→ →

=
−
−

= ′
0 0

0
0

0ημ ημ ημ

lim lim ( )
x x

x
x

x
x

g
→ →

−
=

−
−

= ′
0 0

1 0
0

0συν συν συν .

 Έστω η συνάρτηση f ( x  =  e x . Αποδεικνύεται ότι η  f  είναι παραγωγίσιμη στο R και 
ισχύει  ( x   e x , δηλαδή

( e x   e x

 Έστω η συνάρτηση  f ( x    x . Αποδεικνύεται ότι η  f   είναι παραγωγίσιμη στο ( , )0 +∞  

και ισχύει ′ =f x
x

( ) 1 , δηλαδή

(ln )n )xn )
x

′ =
1

Ε ΡΜΟΓΕΣ

 Να βρε εί το σ μείο τ  γρα ικ  παρ στασ  τ  συν ρτ σ   f ( x  = x  στο 
οποίο  ε απτομ ν  δι ρ εται από τ ν αρ  τ ν α όν ν

ΛΥΣΗ

Επειδή ′ = ′ =f x x
x

( ) (ln ) 1
, η ε ίσωση της εφαπτομένης  της C f  σε ένα σημείο ( x 0 , 

f ( x 0  είναι

y x
x

x x− = −ln ( )0
0

0
1

.

 ευθεία  διέρχεται από την αρχή των α όνων (0, 
0 , αν και μόνο αν

0 1 0 10
0

0 0 0− = − ⇔ = ⇔ =ln ( ) lnx
x

x x x e .

Άρα, το ητούμενο σημείο είναι το ( e , .

x
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2. το διπλανό σ μα οι ευ είε   και 2 είναι 
οι ε απτόμενε  τ  γρα ικ  παρ στασ  τ  
συν ρτ σ  f ( x  = μx στα σ μεία Ο  και 

(  αντιστοί  Να βρε ούν  

  ι ε ισ σει  τ ν  και 2

  ο εμβαδόν του τριγ νου που σ ματί ουν οι  
 2 και ο ονα  τ ν x.

ΛΥΣΗ

   Επειδή f (x  =  (ημx  =  συνx , είναι f (0  =   και f (π  =   οπότε οι , 2  έχουν 
ε ισώσεις

y  =  x            και           y  =   (x   π  
αντιστοίχως.

  Αν λύσουμε το σύστημα των παραπάνω δύο ε ισώσεων βρίσκουμε ότι οι ευθείες , 2  

τέμνονται στο σημείο Β
π π
2 2

,





. 

Άρα, το τρίγωνο  έχει εμβαδόν Ε = ⋅ =
1
2 2 4

2

π
π π .

ΣΚΗΣΕΙΣ

 

   α βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης  f   στο σημείο x 0  όταν

i) f (x) = x4, x0 =  1 ii) xxf =)( ,  x0  = 9   

iii) f (x) = συνx, 
60
πx =  iv) f (x x, x0 = e 

v) f (x) = ex,  x0 = ln2. 

 α βρείτε, όπου ορί εται, την παράγωγο των συναρτήσεων

i ) 






≥

<
=

1,

1,
)(

2

xx

xx
xf ii) 







≥

<
=

0,

0,ημ
)(

xx

xx
xf  

iii) 






≥

<
=

2,

2,
)(

4

3

xx

xx
xf  iv) 







>

≤
=

3/2,

3/2,
)(

3

2

xx

xx
xf . 
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   α αποδεί ετε ότι δεν υπάρχουν σημεία της παραβολής y   x 2  στα οποία οι 
εφαπτόμενες της γραφικής παράστασης να είναι μετα ύ τους παράλληλες. σχύει 
το ίδιο για τη γραφική παράσταση της συνάρτησης  f ( x   x 3

 
   α παραστήσετε γραφικά την 
παράγωγο της συνάρτησης f  του 
διπλανού σχήματος. 

   α παραστήσετε γραφικά τη 
συνάρτηση f :[ , ]0 8 R, η οποία 
είναι συνεχής, με f (0   0, και της 
οποίας η παράγωγος παριστάνεται 
γραφικά στο διπλανό σχήμα.

 

   α βρείτε τις τιμές των α, β για τις οποίες η συνάρτηση f x
x x

x x
( )

,
,

=
<

+ ≥




π
α β π
ημ

, 
είναι παραγωγίσιμη στο x 0   π.

   Έστω η συνάρτηση f x x( )  και το σημείο ( , f ( , ξ ≠ 0  της γραφικής 
παράστασης της  f . α αποδεί ετε ότι η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία ( , 
f (  και ( , 0  εφάπτεται της C f   στο .

   α αποδεί ετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f ( x   x 3  σε 
οποιοδήποτε σημείο της ( α, α3 , α ≠ 0  έχει με αυτήν και άλλο κοινό σημείο 

 εκτός του . το σημείο  η κλίση της C f  είναι τετραπλάσια της κλίσης της 
στο .

   Έστω  η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f x
x

( ) 1
 σε 

ένα σημείο της M ξ
ξ

, 1







. Αν ,  είναι τα σημεία στα οποία η  τέμνει τους 

ά ονες  και  αντιστοίχως, να αποδεί ετε ότι

  Το  είναι μέσο του .
 Το εμβαδόν του τριγώνου  είναι σταθερό, δηλαδή ανε άρτητο του ξ ∈ *.R
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2 . 3  Κ Ο ΕΣ Ρ ΓΩΓΙΣΗΣ

 

Αν οι συναρτήσεις f , g  είναι παραγωγίσιμες στο x 0 , τότε η συνάρτηση f   g  είναι 
παραγωγίσιμη στο x 0  και ισχύει

( f   g (x 0   (x 0   g (x 0  

Ο ΕΙ Η

ια x x≠ 0 , ισχύει

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (f g x f g x
x x

f x g x f x g x
x x

f x f x+ − +
−

=
+ − −

−
=

−0

0

0 0

0

0 )) ( ) ( ) .
x x

g x g x
x x−

+
−
−0

0

0

Επειδή οι συναρτήσεις  f , g  είναι παραγωγίσιμες στο x 0 , έχουμε

lim ( )( ) ( )( ) lim ( ) ( ) lim
x x x x x x

f g x f g x
x x

f x f x
x x→ → →

+ − +
−

=
−
−

+
0 0

0

0

0

0 00

0

0
0 0

g x g x
x x

f x g x( ) ( ) ( ) ( ),−
−

= ′ + ′

δηλαδή

( f   g (x 0   f (x 0   g (x 0 .      ■

Αν οι συναρτήσεις  f , g  είναι παραγωγίσιμες σ  ένα διάστημα , τότε για κάθε x ∈ ∆ ισχύει

( f  + g x  = f x  + g x) .

Το παραπάνω θεώρημα ισχύει και για περισσότερες από δύο συναρτήσεις. ηλαδή, αν f , 
f 2 , , f k , είναι παραγωγίσιμες στο , τότε

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f f f x f x f x f xk k1 2 1 2+ + + ′ = ′ + ′ + + ′
 

.

ια παράδειγμα,

(ημx   x 2   e x     (ημx   (x 2   (e x   (   συνx   x   e x .
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Αν οι συναρτήσεις  f , g  είναι παραγωγίσιμες στο x 0 , τότε και η συνάρτηση  f ·g  είναι 
παραγωγίσιμη στο x 0  και ισχύει

( f ·g (x 0   (x 0 ) g ( x 0   f ( x 0 ) g (x 0  

Ο ΕΙ Η
ια x x≠ 0  ισχύει

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )f g x f g x
x x

f x g x f x g x
x x

⋅ − ⋅
−

=
−
−

0

0

0 0

0

=
− + −

−
f x g x f x g x f x g x f x g x

x x
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0

0

=
−
−

+
−
−

f x f x
x x

g x f x
g x g x

x x
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )0

0
0

0

0

.

Επειδή οι f , g  είναι παραγωγίσιμες, άρα και συνεχείς στο x 0 , έχουμε

lim
( )( ) ( )( )

lim
( ) ( )

lim
x x x x x x

f g x f g x
x x

f x f x
x x→ → →

⋅ − ⋅
−

=
−
−0 0 0

0

0

0

0

gg x f x
g x g x

x xx x
( ) ( ) lim

( ) ( )
+

−
−→0

0

00

= ′ + ′f x g x f x g x( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 ,

δηλαδή

( f · g (x 0   f (x 0 ) g ( x 0   f ( x 0 ) g (x 0 .      ■

Αν οι συναρτήσεις f , g  είναι παραγωγίσιμες σ  ένα διάστημα , τότε για κάθε x ∈ ∆ ισχύει

( f · g (x  =  f (x ) g ( x   f ( x ) g (x ) .

ια παράδειγμα,

( ln ) ( ) ln (ln ) lne x e x e x e x e
x

x x x x x′ = ′ + ′ = +
1

, x  > 0.

Το παραπάνω θεώρημα επεκτείνεται και για περισσότερες από δύο συναρτήσεις. Έτσι, 
για τρεις παραγωγίσιμες συναρτήσεις ισχύει

( f ( x ) g ( x ) h ( x   ( f ( x ) g ( x ) ) · h ( x   ( f ( x ) g ( x h ( x   ( f ( x ) g ( x ) ) · h (x )

f (x ) g ( x   f ( x ) g (x ) ] h ( x   f ( x ) g ( x ) h (x )

 f (x ) g ( x ) h ( x   f ( x ) g (x ) h ( x   f ( x ) g ( x ) h (x ) .
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ια παράδειγμα,
( ) ( ) (x x x x x x x x x x x x′ ′ ⋅ ⋅ + ⋅ ′ ⋅ + ⋅ ⋅ ′) = n )ηµηµ ηµ ηµ

 

συνx  > 0.

Αν f  είναι παραγωγίσιμη συνάρτηση σ  ένα διάστημα  και c R, επειδή (c   0, σύμ-
φωνα με το θεώρημα (  έχουμε

( c f ( x   c f ( x )

ια παράδειγμα,
( x 3   (x 3   x 2   x 2 .

 

Αν οι συναρτήσεις  f , g  είναι παραγωγίσιμες στο x 0  και 0)( 0 ≠xg , τότε και η συνάρ-

τηση g
f  είναι παραγωγίσιμη στο x 0  και ισχύει

2
0

0000
0 )]([

)()()()(
)(

xg
xgxfxgxf

x
g
f ′−′

=
′




















 απόδει η παραλείπεται.
Αν οι συναρτήσεις  f , g  είναι παραγωγίσιμες σ  ένα διάστημα  και για κάθε x ισχύει  
 0)( ≠xg , τότε για κάθε x  έχουμε

ια παράδειγμα,

ρησιμοποιώντας τις προηγούμενες προτάσεις μπορούμε τώρα να βρούμε τις παραγώγους 
μερικών ακόμη βασικών συναρτήσεων.

 Έστω η συνάρτηση f ( x   x ν, *ν ∈N .  συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο R *  και 
ισχύει (x   , δηλαδή

(x ν) ′ =  νx ν 1
 

2)]([
)(() )()()( g ′−′

=
′









. 

2

2

2

222

)15(
5)15(2

)15(
)15()15()(

15 −
⋅−−

=
−

′−−−′
=

′









− x

xxx
x

xxxx

f f f
x

xx x x x
g g 

g 

x
x  

2

2

2

22

)15(
25

)15(
5210

−
−

=
−

−−
=

x
xx

x
xxx , 

5
1

≠x . 
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ράγματι, για κάθε x  R *  έχουμε

1
2

1

2)(
)(1)1(1)( −−

−
− −=

−
=

′−′
=

′






=′ ν

ν

ν

ν

νν

ν
ν xν

x
xν

x
xx

x
x . ■ 

ια παράδειγμα,
4 4 1 5

5

4( ) 4 4x x x
x

− − − −′ = − = − = − , x ≠ 0.

Είδαμε, όμως, πιο πριν ότι ( x   , για κάθε φυσικό  > . Επομένως, αν 
κ ∈ −{ , }0 1 , τότε

( x  = κxκ .

 Έστω η συνάρτήση  f ( x   εφx .  συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο 

1 0={ | }x xσυνRR  και ισχύει ′ =f x
x

( ) 1
2συν

, δηλαδή

( ) 2( )x( )
x

′ =
1εφ( )εφ( )( )x( )εφ( )x( )

συν

ράγματι, για κάθε x ∈ 1R  έχουμε

( ) ( ) ( )
2x x

x
x x

x
′ = 







′
=

′ − ′
=

+
2 x

εφ ημ ημ ημxημxημxσυν
συν συνσυν

συνx συνxσυνx

=
+

=
2

2 2

2 1x x
x x

συν
συνσυν

ημ . ■

 Έστω η συνάρτηση  f ( x  =  σφx .  συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο 

2 0= − ={ | }x xημRR  και ισχύει ′ = −f x
x

( ) 1
2ημ

, δηλαδή

( ) 2x
x

′ = −
1σφ

ημ

Ε ΡΜΟΓΕΣ

 Να βρε εί  παρ γ γο  τ  συν ρτ σ  f x x x
x

( ) ln
1

=
−

.
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ΛΥΣΗ

Έχουμε

′ =
−








′

=
′ − − − ′

−
=

+f x x x
x

x x x x x x
x

x( ) ln ( ln ) ( ) ln ( )
( )

(ln )
1

1 1
1

1
2

(( ) ln
( )
x x x
x

− −
−

1
1 2

=
− + − −

−
=

− −
−

x x x x x x
x

x x
x

ln ln ln
( )

ln
( )

1
1

1
12 2

2. Να αποδει εί ότι οι γρα ικ  παραστ σει  τ ν συναρτ σε ν f x
x

( ) 1
1

=
+

 και 

g ( x  = x2  x +  ουν κοιν  ε απτομ ν  στο κοινό του  σ μείο  και να βρε εί 
 ε ίσ σ  τ  ε απτομ ν  αυτ

ΛΥΣΗ

Αρκεί να δεί ουμε ότι  f (0  =  g (0 . Έχουμε

′ =
+








′

=
′ + − + ′

+
= −

+
f x

x
x x

x x
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

1
1 1 1 1

1
1
12 2

και

g (x  =  (x 2   x    =  x   ,

οπότε

f (0  =    και g (0  =   .

Άρα

f (0  =    =  g (0 .

 ε ίσωση της εφαπτομένης στο σημείο (0,  είναι

y x y x− = − − ⇔ = − +1 1 0 1( ) .

  
Έστω ότι ητάμε την παράγωγο της συνάρτησης  y  =  ημ x , η οποία είναι σύνθεση της 
g ( x   x  και της  f ( x   ημx . Επειδή ημ x  =   ημx · συνx , έχουμε

(ημ x   ( ημx συνx  =  (ημx συνx   ημx (συνx

=  συν2 x   ημ2 x   (συν 2 x   ημ2 x  =  συν x .

αρατηρούμε ότι η παράγωγος της y  =  ημ x  δεν είναι η συνάρτηση y  =  συν x , όπως 
ίσως θα περίμενε κανείς από τον τύπο (ημx  =  συνx . Αυτό ε ηγείται με το παρακάτω 
θεώρημα

22-0181-02_HR.indb   233 12/12/2013   10:50:50 πμ



   Ι ΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

Αν η συνάρτηση g  είναι παραγωγίσιμη στο x 0  και η  f   είναι παραγωγίσιμη στο g ( x 0 , 
τότε η συνάρτηση f g�  είναι παραγωγίσιμη στο x 0  και ισχύει 

f g(  f g(  f gf g�f gf g(  f g�f g(  f g)f g)f g (x 0   (g ( x 0 ) ) · g (x 0 )

ενικά, αν μια συνάρτηση g  είναι παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα  και η f  είναι 
παραγωγίσιμη στο g ( , τότε η συνάρτηση f g�  είναι παραγωγίσιμη στο  και ισχύει

( f ( g ( x  = f g ( x) ) · g x) .

ηλαδή, αν u  = g ( x) , τότε

( f ( u  = f u ) · u .

Με το συμβολισμό του , αν y  =  f ( u  και u  =  g ( x , έχουμε τον τύπο

dy dy
dx du

du
dx

= ⋅

που είναι γνωστός ως κανόνα  τ  αλυσίδα .

Το σύμβολο 
dy
dx

 δεν είναι πηλίκο. τον κανόνα της αλυσίδας απλά συμπεριφέρεται ως 

πηλίκο, πράγμα που ευκολύνει την απομνημόνευση του κανόνα.
Άμεση συνέπεια του παραπάνω θεωρήματος είναι τα ε ής

  συνάρτηση f ( x   x α, R  είναι παραγωγίσιμη στο ( , )0 +∞  και ισχύει (x   
α α , δηλαδή

( x α  =  α α     (

ράγματι, αν y  =  x α =  e α x  και θέσουμε u  =  α x , τότε έχουμε y  =  e u . Επομένως, 

′ = ′ = ⋅ ′ = ⋅ ⋅ = ⋅ = −y e e u e
x

x
x

xu u x( ) lnα α αα
α

α
1 1.

  συνάρτηση f ( x   αx , α > 0 είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει f (x   α x α,  
δηλαδή

( αx  =  αx α

(    Αποδεικνύεται ότι, για α >  η  f   είναι παραγωγίσιμη και στο σημείο x 0  =  0 και η παράγωγός της είναι ίση με 
0, επομένως δίνεται από τον ίδιο τύπο.
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ράγματι, αν y  =  αx  =  e  α και θέσουμε u   x α, τότε έχουμε y  =  e u . Επομένως,

y  =  (e u ) '  =  e u · u  =  e  α α =  αx α .

  συνάρτηση f x x( ) ln | |, x ∈ *R  είναι παραγωγίσιμη στο *R  και ισχύει

(ln | |)x
x

′ =
1

ράγματι.  

— αν x  > 0, τότε (ln | |) (ln )x x
x

′ = ′ =
1 , ενώ 

— αν x   0, τότε ln | | ln( )x x= − , οπότε, αν θέσουμε y  =  ( x  και u  =   x , έχουμε y   u . 
Επομένως,

′ = ′ = ⋅ ′ =
−

− =y u
u

u
x x

(ln ) ( )1 1 1 1

και άρα (ln | |)x
x

′ =
1

.

Ανακεφαλαιώνοντας, αν η συνάρτηση u  = f ( x)  είναι παραγωγίσιμη, τότε έχουμε

( u α   α α · u

(ημu   συνu · u

(συνu    ημu · u

Ε ΡΜΟΓ Σ
 Να βρε ούν οι παρ γ γοι τ ν συναρτ σε ν

  f ( x  = x2 + 9                  g x e x( )
2 1= − +                  h x x( ) ln 12= + .

( )( )( )u( )
u

u′ = ⋅= ⋅ ′1
2

(ln | |)u
u

u′ = ⋅= ⋅ ′1

( ) lnα α( )α α( ) αu u( )u u( )α αu uα α( )α α( )u u( )α α( ) u′u u′u uα αu uα α′α αu uα α= ⋅ln= ⋅lnα α= ⋅α α α= ⋅α ′

( )e e( )e e( ) uu u( )u u( )′u u′u u= ⋅e e= ⋅e e ′

( ) 2( )u( )
u

u′ = − ⋅ ′1σφ( )σφ( )
ημ

( ) 2( )u( )
u

u′ = ⋅= ⋅ ′1εφ( )εφ( )
συν
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ΛΥΣΗ
    Αν θέσουμε u   x 2   , τότε η συνάρτηση y   f ( x  γράφεται

y   u ,

οπότε έχουμε

y   (u   u · u

 ( x 2   ·( 3 x 2   

 ( x 2   x

 x ( 3 x 2   .

μοίως, έχουμε

  ′ = ′ = − + ′− + − +g x e e xx x( ) ( ) ( )
2 21 1 2 1     (θέσαμε u  =   x 2   

= −− +e xx2 1 2( ) = − − +2
2 1xe x

 ′ = + ′ =
+

⋅ + ′h x x
x

x( ) (ln( )) ( )2

2

21 1

1
1   (θέσαμε u x= +2 1 )

=
+

⋅
+

⋅ + ′1

1

1

2 1
1

2 2

2

x x
x( )

 =
+

⋅ =
+

1
2 1

2
12 2( )x

x x
x

.

 
2. Να βρε εί  ε ίσ σ  τ  ε απτομ ν   του 
κύκλου C  x2 + y2 = 2 στο σ μείο του Μ ( x  y ) .

ΛΥΣΗ

Αν λύσουμε την ε ίσωση του κύκλου ως προς y , 
βρίσκουμε ότι

y x= −ρ 2 2 , αν y 0  και y x= − −ρ 2 2 , αν y ≤ 0 .

Επομένως, ο κύκλος C  αποτελείται από τα σημεία των γραφικών παραστάσεων των 
συναρτήσεων

f x x1
2 2( ) = −ρ  και f x x2

2 2( ) = − −ρ
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οι οποίες είναι ορισμένες στο κλειστό διάστημα ρ, ρ  και παραγωγίσιμες στο ανοικτό 
διάστημα ( ρ, ρ) .
Αν, τώρα, με y   f ( x  συμβολίσουμε εκείνη από τις παραπάνω συναρτήσεις στην οποία 
ανήκει το ( x , y , τότε θα ισχύει

  (x          (       και     x 2   2 ( x   ρ2                           (

Έτσι, με παραγώγιση και των δύο μελών της ( , έχουμε

2 x    ( x  (x   0

οπότε, για x   x , θα ισχύει

x   ( x  (x   0.

Έτσι, λόγω της (  θα έχουμε

x   y ·   0

οπότε, για y ≠0, θα είναι

ε
−

=λ 1

1

x
y

.

Άρα, η εφαπτομένη  έχει ε ίσωση

y y x
y

x x− = − −1
1

1
1( ) ,

η οποία γράφεται διαδοχικά
yy y xx x1 1

2
1 1

2− = − +

xx yy x y1 1 1
2

1
2+ = +

+ = 2
1 1 ρxx yy ,                                                            (

αφού x y1
2

1
2 2+ = ρ .

Αν y   0, που συμβαίνει όταν το σημείο ( x , y  είναι το ( ρ,0  ή το ( ρ,0 , τότε 
εύκολα αποδεικνύεται ότι οι εφαπτόμενες της C f   στα σημεία αυτά είναι οι κατακόρυφες 
ευθείες

x  =  ρ     και     x  =   ρ 

αντιστοίχως. αι οι δυο αυτές ε ισώσεις δίνονται από τον παραπάνω τύπο (  για (x , y  
 (ρ, 0  και (x , y   ( ρ, 0  αντιστοίχως.

Με ανάλογο τρόπο βρίσκουμε την ε ίσωση της εφαπτομένης οποιασδήποτε άλλης 
κωνικής τομής.
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ΣΚΗΣΕΙΣ

 

   α βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων

    f ( x   x   x   x        f x x x( ) ln= + −2 33

 f x x x x x( ) = − + −
4 3 2

4 3 2
    f x x x( ) ln= − +3 3συν ημ .

   μοίως των συναρτήσεων

    f ( x   (x 2   (x         f ( x   e x  ημx

 
x
x

( ) = −
+

1
1

2

2      f x x( ) = +
+1

ημ συνx
συνx

  f ( x   x 2  ημx συνx .

   μοίως των συναρτήσεων

   f x e
x

x

( )
ln

      f ( x   εφx   σφx

 f x x
ex( ) = ημ

     f x x
x

x
x

( ) =
−
+

−
+
−

1
1

1
1

.

   α βρείτε, όπου ορί εται, την παράγωγο των συναρτήσεων

 f x
x x x

x x x
( )

,

,
=

+ <

+ ≥







2 3 0

12 6 0

2

    f x
x x x

x x
( )

,
,

=
+ ≤

>





2 0
0

ημ
.

   α βρείτε τα σημεία της γραφικής παράστασης της  f , στα οποία οι εφαπτόμενες 
είναι παράλληλες στον ά ονα των x , όταν

 f x x
x

( ) = +
4    f x x

ex( )    f x x
x

( ) =
+2 1

.

   ν f x x
x

( ) ( )
=

+
−

2 1
1

 και g x x
x

x
x

( ) =
+
−

+
−
+

1
1

1
1

, να βρείτε τις συναρτήσεις f , 

g . σχύει  f   g
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     α αποδεί ετε ότι οι εφαπτόμενες των γραφικών παραστάσεων των συναρτή

σεων f ( x   x 2  και g x
x

( ) = +
1
2

1
2

 στο κοινό σημείο τους ( , , είναι κάθετες.

     ίνεται η συνάρτηση f x x
x

( ) =
+

+
α α

α
, α ∈ *R . α βρείτε τις τιμές του α, για τις 

οποίες η κλίση της C f   στο σημείο της (0,  είναι ίση με 1
2

.

     α βρείτε τα σημεία της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  f ( x   x 3   x  
 , στα οποία η εφαπτομένη είναι

  παράλληλη προς την ευθεία y  =  x   

 κάθετη προς την ευθεία y  =   x .

   α βρείτε την ε ίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της  f ( x  =  
x 2  η οποία άγεται από το σημείο (0,  .

   ίνεται η συνάρτηση f ( x   α 2   β   , α β γ, , ∈ R. α βρείτε τις τιμές των 
α β γ, , ∈ R για τις οποίες η C , διέρχεται από το σημείο ( ,  και εφάπτεται 
της ευθείας y  =  x  στην αρχή των α όνων.

 α βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων

    f ( x  =  ( x   x 3 )       f ( x  =  (x   2 / 3

 f x
x

( ) =
+









1
1 2ημ     f x

x
x( ) ln= −








1

  f x e x( ) = − 2

.

 α βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης  f   στο σημείο x 0  όταν

   f x x x( ) = +2 31 , x 0       ( x   ( x )   ( x ) 2 / 3 , x 0   

 f ( x   x 3 ημ 3 (πx , x 0
1
6

    f x x
x

( ) =
+
−

2 2
2

, x 0   .

 α βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων

    f ( x   x x        f ( x  =  x

  f ( x   ( x ) x , x  >      f ( x  =  ημx · e συνx
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   ν f ( x  =  ημ 2 x , να αποδεί ετε ότι  f ( x    ( x  =  .

 

     α αποδεί ετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f x
x

( ) 1  και 

g ( x  =  x 2   x    έχουν ένα μόνο κοινό σημείο, στο οποίο οι εφαπτομένες τους 
είναι κάθετες.

     α αποδεί ετε ότι η ευθεία y  =  x    έχει με τη γραφική παράσταση της 
συνάρτησης  f ( x  =  x 3  δύο κοινά σημεία και εφάπτεται αυτής σε ένα από τα 
σημεία αυτά.

     ίνονται οι συναρτήσεις  f ( x  =  α 2   β    και g x
x

( ) 1 . α βρείτε τα α β, ∈

R για τα οποία οι γραφικές παραστάσεις τους έχουν κοινή εφαπτομένη στο 
σημείο με τετμημένη x 0  =  .

     ίνονται οι συναρτήσεις  f ( x  =  e x  και g ( x  =   x 2   x . α αποδεί ετε ότι η εφα-
πτομένη της C f  στο σημείο (0,  εφάπτεται και στην C g .

     α βρείτε πολυώνυμο τρίτου βαθμού τέτοιο, ώστε  f (0  =  ,  f (  =  ,  (  
=   και ( 3 ) (  =  .

     α αποδεί ετε ότι δεν υπάρχει πολυώνυμο f  δεύτερου βαθμού του οποίου η 
γραφική παράσταση να εφάπτεται των ευθειών y  =  x    και y  =  x    στα 
σημεία (0,  και ( ,  αντιστοίχως.

     Αν μία συνάρτηση f : →R R  είναι παραγωγίσιμη στο σημείο x 0  =  α, να απο-
δεί ετε ότι

  

 lim ( ) ( ) ( ( ) ( ))
x

xe f x e f
x

e f f
→

−
−

= + ′
α

α
αα

α
α α .

     α βρείτε τα σημεία της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 

f ( x  =  ημ x   ημ2 x , x ∈[ , ]0 2π ,

στα οποία η εφαπτομένη της είναι παράλληλη στον ά ονα των x .

     α βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων

 f x x( ) 23 ,    f x x( ) 43
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και στη συνέχεια την ε ίσωση της εφαπτομένης της C f   στο (0,0  σε καθεμια 
περίπτωση χωριστά.

 Έστω f  μια παραγωγίσιμη στο R συνάρτηση για την οποία ισχύει (    και 
g  η συνάρτηση που ορί εται από την ισότητα g ( x   f ( x 2   x     , x R. 

α αποδεί ετε οτι η εφαπτομένη της C f  στο ( , f (  εφάπτεται της C g  στο 
(0, g ( 0) ) .

 Έστω μια συνάρτηση παραγωγίσιμη στο διάστημα ( , , για την οποία 
ισχύει

f (ημx   e x  συνx , για κάθε x ( π  π  

  α βρείτε την (0

   α αποδεί ετε ότι η εφαπτομένη της C f   στο σημείο (0, f (0  σχηματί ει 
με τους ά ονες ισοσκελές τρίγωνο.

2 . 4  ΡΥ ΜΟΣ ΜΕΤ ΟΛΗΣ

την αρχή του κεφαλαίου αυτού, ορίσαμε τη στιγμιαία ταχύτητα ενός κινητού τη χρονική 
στιγμή t 0  ως το όριο

0

0
0

0

( ) ( )
t t

S t S t
S t

t t→

− ′=
−

.

Το όριο αυτό το λέμε και ρυ μό μεταβολ  της τετμημένης S  του κινητού ως προς το 
χρόνο t  τη χρονική στιγμή t 0 . ενικά,

Αν δύο μεταβλητά μεγέθη x , y  συνδέονται με τη σχέση y  =  f ( x , όταν f  είναι μια 
συνάρτηση παραγωγίσιμη στο x 0 , τότε ονομά ουμε ρυ μό μεταβολ  του y  
προ  το x στο σ μείο x0  την παράγωγο (x 0 ) .

ια παράδειγμα, ο ρυθμός μεταβολής της ταχύτητας  ως προς το χρόνο t  τη χρονική 
στιγμή t 0  είναι η παράγωγος ( 0 , της ταχύτητας  ως προς το χρόνο t  τη χρονική 
στιγμή t 0 .  παράγωγος υ ( 0  λέγεται επιτ υνσ  του κινητού τη χρονική στιγμή t 0  και 
συμβολί εται με ( t 0 ) . Είναι δηλαδή

( t 0  = t 0  = S t 0 ) .

την οικονομία, το κόστος παραγωγής , η είσπρα η Ε και το κέρδος  εκφρά ονται 
συναρτήσει της ποσότητας x  του παραγόμενου προ όντος. Έτσι, η παράγωγος K (x 0  
παριστάνει το ρυθμό μεταβολής του κόστους  ως προς την ποσότητα x , όταν x   x 0  και 
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λέγεται οριακό κόστο  στο x0  Ανάλογα, ορί ονται και οι έννοιες οριακ  είσπρα  στο 
x 0  και οριακό κ ρδο  στο x 0 .

Ε ΡΜΟΓΕΣ

 να βότσαλο που ρί νεται σε μία λίμν  προκαλεί κυκλικό κυματισμό  ία συ-
σκευ  μ τρ σ  δεί νει ότι τ  ρονικ  στιγμ  t 0  που  ακτίνα r  του κυματισμού εί-
ναι   ο ρυ μό  μεταβολ  τ  r  είναι   Να βρε εί ο ρυ μό  μεταβολ  
του εμβαδού Ε που περικλείεται από το κυκλικό κύμα  τ  ρονικ  στιγμ  t 0 .

ΛΥΣΗ

Επειδή E  =  π· r 2  και η ακτίνα r  είναι συνάρτηση του χρόνου t , έχουμε

E ( t  =  π 2 ( t ,

οπότε

E (t  =  π ( t ) · r (t ) .

Επομένως,

E (t 0  =  π ( t 0 ) · r (t 0  =  π· 0· 0 =  000π ( 2 .

2. ν το συνολικό κόστο  παραγ γ  x μον δ ν ενό  βιομ ανικού προ όντο  είναι 
K ( x  και  συνολικ  είσπρα  από τ ν π λ σ  του  είναι ( x  τότε P ( x  = ( x   

K ( x  είναι το συνολικό κ ρδο  και 
 KKμ

)()( =x x
x

 είναι το μ σο κόστο .

   Να αποδεί ετε ότι ο ρυ μό  μεταβολ  του κ ρδου  μ δενί εται όταν ο ρυ μό  
μεταβολ  του κόστου  και ο ρυ μό  μεταβολ  τ  είσπρα  είναι ίσοι

  Να αποδεί ετε ότι ο ρυ μό  μεταβολ  του μ σου κόστου  μ δενί εται όταν το 
μ σο κόστο  είναι ίσο με το οριακό κόστο

ΛΥΣΗ

   ρυθμός μεταβολής του κέρδους είναι

P (x   E (x   K (x ) .

Επομένως,

′ = ⇔ ′ − ′ = ⇔ ′ = ′P x E x K x E x K x( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 .
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  ρυθμός μεταβολής του μέσου κόστους είναι

′ =
′ ⋅ −K x K x x K x

xµ ( ) ( ) ( )
2

.

Επομένως

′ = ⇔ ′ ⋅ − =K x K x x K xµ ( ) ( ) ( )0 0

⇔ ′ =K x K x
x

( ) ( )

⇔ ′ =K x K x( ) ( )µ .

ΣΚΗΣΕΙΣ

 

   ια σφαιρική μπάλα χιονιού αρχί ει να λιώνει.  ακτίνα της, που ελαττώνεται, 
δίνεται σε  από τον τύπο r     t 2 , όπου t  ο χρόνος σε . α βρείτε το 
ρυθμό μεταβολής της επιφάνειας Ε και του όγκου V  της μπάλας, όταν t   . 

( υμηθείτε ότι E   π 2  και V r=
4
3

3π ) .

    όγκος V  ενός σφαιρικού μπαλονιού που φουσκώνει αυ άνεται με ρυθμό 00 
3 . Με ποιο ρυθμό αυ άνεται η ακτίνα του r  τη χρονική στιγμή t 0 , που αυτή 

είναι ίση με  

3     κόστος παραγωγής,  K ( x , και η τιμή πώλησης, ( x , x  μονάδων ενός βιομηχα-

νικού προ όντος δίνονται από τις συναρτήσεις K x x x x( ) = − + +
1
3

20 600 10003 2  

και ( x  =  0x  αντιστοίχως. α βρείτε πότε ο ρυθμός μεταβολής του κέρδους, 

P ( x  =  ( x   K ( x , είναι θετικός.

 
   ύο πλοία  και 2  αναχωρούν συγχρόνως από 
ένα λιμάνι . Το πλοίο  κινείται ανατολικά με 
ταχύτητα   και το 2  βόρεια με ταχύτητα 

0 . 

    α βρείτε τις συναρτήσεις θέσεως των  
και 2
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   α αποδεί ετε ότι η απόσταση d   ( 2  των δυο πλοίων αυ άνεται με 

σταθερό ρυθμό τον οποίο και να προσδιορίσετε.

   Ένα κινητό  εκινά από την αρχή των α όνων και κινείται κατά μήκος της 

καμπύλης y x1
4

2 , x 0 . ε ποιο σημείο της καμπύλης ο ρυθμός μεταβολής 

της τετμημένης x  του  είναι ίσος με το ρυθμό μεταβολής της τεταγμένης του 
y , αν υποτεθεί ότι x (t  > 0 για κάθε t 0 .

 

   Αν η επιφάνεια μιας σφαίρας αυ άνεται με ρυθμό 0 2 , να βρείτε το ρυθ-
μό με τον οποίο αυ άνεται ο όγκος αυτής όταν r  =   .

   Έστω  το εμβαδόν του τριγώνου  που ορί ουν τα σημεία (0,0 , ( x ,0  και 
(0, x , με x  > . Αν το x  μεταβάλλεται με ρυθμό  , να βρείτε το ρυθμό 

μεταβολής του εμβαδού , όταν x  =  .

   Ένας άνθρωπος σπρώχνει ένα 
κουτί στη ράμπα του διπλανού 
σχήματος και το κουτί κινείται 
με ταχύτητα  . α βρείτε 
πόσο γρήγορα ανυψώνεται το 
κουτί, δηλαδή το ρυθμό μεταβο-
λής του y .  

   Ένα αερόστατο  αφήνει το 
έδαφος σε απόσταση 00  από 
έναν παρατηρητή  με ταχύτη-
τα 0 . Με ποιο ρυθμό 
αυ άνεται η γωνία θ που σχη-
ματί ει η με το έδαφος τη 
χρονική στιγμή κατά την οποία 
το μπαλλόνι βρίσκεται σε ύψος 
00 . 

   ία γυναίκα ύψους , 0  απο-
μακρύνεται από τη βάση ενός 
φανοστάτη ύψους   με ταχύ-
τητα 0,  . Με ποια ταχύτητα 
αυ άνεται ο ίσκιος της  
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m

 
   Ένα περιπολικό  κινείται κατά μήκος της 

καμπύλης y x= −
1
3

3, x ≤ 0 πλησιά οντας την 

ακτή και ο προβολέας του φωτί ει κατευθείαν 
εμπρός ( χήμα . Αν ο ρυθμός μεταβολής της τε-
τμημένης του περιπολικού δίνεται από τον τύπο

α (t  =   α( t  

να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της τετμημένης 
του σημείου  της ακτής στο οποίο πέφτουν τα 
φώτα του προβολέα τη χρονική στιγμή κατά την 
οποία το περιπολικό έχει τετμημένη .

   Μία σκάλα μήκους   είναι τοποθετημένη σ  
έναν τοίχο. Το κάτω μέρος της σκάλας γλυστρά-
ει στο δάπεδο με ρυθμό 0,  . Τη χρονική 
στιγμή t 0 , που η κορυφή της σκάλας απέχει από 
το δάπεδο ,  , να βρείτε  
   Το ρυθμό μεταβολής της γωνίας θ ( χήμα .

   Την ταχύτητα με την οποία πέφτει η κορυφή 
 της σκάλας.

   Ένα κινητό κινείται σε κυκλική τροχιά με ε ίσωση x 2   y 2   . αθώς περνάει 

από το σημείο A 1
2

3
2

,








, η τεταγμένη y  ελαττώνεται με ρυθμό  μονάδες το 

δευτερόλεπτο. α βρείτε το ρυθμό μεταβολής της τετμημένης x  τη χρονική στιγ-
μή που το κινητό περνάει από το .

2 . 5   ΕΩΡΗΜ  ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ

την παράγραφο αυτή θα γνωρίσουμε ένα από τα πλέον βασικά θεωρήματα του 
ιαφορικού ογισμού που είναι γνωστό ως ε ρ μα σ  ιμ .  Αρχικά διατυπώ-

νουμε το εώρημα του , το οποίο είναι ειδική περίπτωση του εωρήματος Μέσης 
Τιμής και στη συνέχεια διατυπώνουμε το εώρημα Μέσης Τιμής, το οποίο αποδεικνύε-
ται με τη βοήθεια του εωρήματος του .
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Αν μια συνάρτηση  f   είναι

 συνεχής στο κλειστό διάστημα α, β]

 παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα (α, β  και

 ( α   ( β)
τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, ξ α βξ α∈ξ α( ,ξ α( ,ξ α )  τέτοιο, ώστε

(   0

εωμετρικά, αυτό σημαίνει ότι υπάρχει ένα, 
τουλάχιστον, ξ α β∈ ( , )  τέτοιο, ώστε η εφα-
πτομένη της C f   στο ( ,  f (  να είναι πα-
ράλληλη στον ά ονα των x . 

ια παράδειγμα, έστω η συνάρτηση

f ( x   x 2   x   , x [ , ]1 3 . ( χ. 

Επειδή η f  είναι συνεχής στο , , παραγω-
γίσιμη στο ( , , με f (x   x    και f (   

 =  f ( , σύμφωνα με το θεώρημα , θα 
υπάρχει ένας αριθμός ξ ∈ ( , )1 3  τέτοιος, ώστε 
f (  =  0.

ια την εύρεση του αριθμού , έχουμε

′ = ⇔ − = ⇔ =f ( )ξ ξ ξ0 2 4 0 2 .

 σ  ιμ  ια ορικού ογισμού 

Αν μια συνάρτηση f  είναι

 συνεχής στο κλειστό διάστημα α, β  και

 παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα (α, β)

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, ξ α βξ α∈ξ α( ,ξ α( ,ξ α )  τέτοιο, ώστε

′ =f f f( ) f f( )f f ( )
ξ( )ξ( ) β αf fβ αf f−f f−β α−f f−f f( )f fβ αf f( )f f ( )β α( )

β α−β α−  
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εωμετρικά, αυτό σημαίνει ότι υπάρχει ένα, 
τουλάχιστον, ξ α β∈ ( , )  τέτοιο, ώστε η εφα-
πτομένη της γραφικής παράστασης της f  στο 
σημείο ( , f (  να είναι παράλληλη της ευ-
θείας . 

ια παράδειγμα, έστω η συνάρτηση

f x x( ) , x [ , ]0 4 .

Επειδή η f  είναι συνεχής στο 0,  και παραγω-

γίσιμη στο (0, , με ′ =f x
x

( ) 1
2

, σύμφωνα 

με το θεώρημα μέσης τιμής, θα υπάρχει ένας 
αριθμός ξ ∈ ( , )0 4  τέτοιος, ώστε 

′ =
−
−

=f f f( ) ( ) ( )
ξ

4 0
4 0

1
2

.

ια την εύρεση του αριθμού  έχουμε

′ = ⇔ = ⇔ = ⇔ =f ( )ξ
ξ

ξ ξ
1
2

1
2

1
2

1 1.

Ε ΡΜΟΓΕΣ

 α αποδει τεί ότι

    συν ρτ σ  f ( x  = 3 + x2   + x  λ *∈R  ικανοποιεί τι  υπο σει  του 
ε ρ ματο  του  στο δι στ μα 

   ε ίσ σ  2 + x   +  =  λ *∈R  ει μια  τουλ ιστον, ρί α στο δι -
στ μα 

Ο ΕΙ Η
   συνάρτηση f  ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος  στο 0,  αφού

 είναι συνεχής στο 0,  ως πολυωνυμική

 είναι παραγωγίσιμη στο (0,  με f (x   2   x   (    και

 ισχύει f (0   f (   0.
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 Αφού, λοιπόν, για τη συνάρτηση f ( x   3   x 2   (   x , λ∈ *R  ισχύουν οι υποθέσεις 
του θεωρήματος , θα υπάρχει ξ ∈ ( , )0 1  τέτοιο, ώστε  f (  =  0 ή, ισοδύναμα, 2   
2   (     0. Επομένως, το ξ ∈ ( , )0 1  θα είναι ρί α της ε ίσωσης 2   x   (     0.

2. Να αποδει τεί ότι για τ  συν ρτ σ  f  ( x  = 2 +  +  α ≠ 0  και για οποιοδ -
ποτε δι στ μα x  x2  ο αρι μό  x x x0 1 2( , )∈  που ικανοποιεί το συμπ ρασμα του 

ε ρ ματο  σ  ιμ  είναι το κ ντρο του διαστ ματο  x  x2  δ λαδ  είναι 

x x x
0

1 2

2
=

+ .

Ο ΕΙ Η
 συνάρτηση  f ( x   α 2   β    είναι συνεχής στο x , x 2  ως πολυωνυμική και παραγω-

γίσιμη στο (x , x 2 , με f (x   α   β. Επομένως, σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής 
υπάρχει x x x0 1 2( , ), τέτοιο, ώστε

′ =
−
−

f x f x f x
x x

( )
( ) ( )

0
2 1

2 1

.    
                                        

(

Είναι όμως

f x f x
x x

x x x x
x x

x x x x( ) ( ) ( )(2 1

2 1

2
2

2 1
2

1

2 1

2 1 2 1−
−

=
+ + − − −

−
=

− +α β γ α β γ α )) ( )+ −
−

β x x
x x

2 1

2 1

=
− + +

−
= + +

( )[ ( ) ]
( )

x x x x
x x

x x2 1 1 2

2 1
1 2

α β
α β .

Επομένως, η σχέση (  γράφεται

2
20 1 2 0

1 2α β α βx x x x x x
+ = + + ⇔ =

+
( ) .

3. να αυτοκίν το δι νυσε μία διαδρομ   ιλιομ τρ ν σε  ρε  Να αποδει-
εί ότι κ ποια ρονικ  στιγμ  κατ  τ  δι ρκεια τ  διαδρομ   τα ύτ τα του 

αυτοκιν του ταν  ιλιόμετρα τ ν ρα

Ο ΕΙ Η

Έστω x   S ( t , t [ , , ]0 2 5  η συνάρτηση θέσης του κινητού. Αρκεί να δεί ουμε ότι υπάρ-
χει t 0 0 2 5[ , , ], τέτοια ώστε ( t 0  =  S (t 0  =  0.

 συνάρτηση S  είναι συνεχής στο 0, ,  και παραγωγίσιμη στο (0, , . Επομένως, 
σύμφωνα με το εώρημα Μέσης Τιμής υπάρχει  t 0  (0, ,  τέτοιο, ώστε

υ( ) ( ) ( , ) ( )
, ,

t S t S S
0 0

2 5 0
2 5

200 0
2 5

80= ′ =
−

=
−

=  χιλιόμετρα την ώρα.
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ΣΚΗΣΕΙΣ

 

   α ε ετάσετε ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις ικανοποιούν τις υποθέσεις 
του θεωρήματος  στο διάστημα που αναφέρεται, και στη συνέχεια, για 
εκείνες που ισχύει, να βρείτε όλα τα ξ α β∈ ( , ) για τα οποία ισχύει f (  =  0.

    f ( x  =  x 2   x   , 0,         f (  =  ημ x ,  0 2
3

, π





  f ( x  =    συν x , 0, π       x( ) | |= ,    , .

   α ε ετάσετε, ποιές από τις παρακάτω συναρτήσεις ικανοποιούν τις υποθέσεις 
του εωρήματος Μέσης Τιμής στο διάστημα που αναφέρεται και στη συνέχεια, 
για εκείνες που ισχύει το θεώρημα, να βρείτε όλα τα ξ α β∈ ( , ) για τα οποία 

ισχύει ′ =
−
−

f f f( ) ( ) ( )
ξ

β α
β α

.

    f ( x  =  x 2   x , 0,         f ( x  =  ημ x ,  0
2

, π





 f x
x x
x x x

( )
,
,

=
+ ≤ −
− > −





2 2 1
13 , , 

   Αν α  β, να αποδεί ετε ότι οι συναρτήσεις  f ( x  =  e x  και g ( x  =  x  ικανοποιούν 
τις υποθέσεις του .Μ.Τ. στο διάστημα α, β  και στη συνέχεια ότι

e e e eα
β α

β

β α
<

−
−

<  και 1 1
β

β α
β α α

<
−
−

<
ln ln .

ια τη συνάρτηση g ( x  =  x  υποθέτουμε επιπλέον ότι 0  α  β.

 

   ίνεται η συνάρτηση  f ( x  =  x   0x 3   x 2   x   

    α αποδεί ετε ότι η ε ίσωση  f ( x  =  0 έχει μια, τουλάχιστον, ρί α στο διά-
στημα ( ,0  και μια, τουλάχιστον, στο διάστημα (0, .

   α αποδεί ετε ότι η ε ίσωση x 3   0x 2   0x    =  0 έχει μια, τουλάχιστον, 
ρί α στο διάστημα ( , .
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   ίνεται η συνάρτηση  f ( x   (x   ημx . α αποδεί ετε ότι

    ε ίσωση  (x   0 έχει μια, τουλάχιστον, ρί α στο ανοικτό διάστημα (0, .

   ε ίσωση εφx     x  έχει μια, τουλάχιστον, ρί α στο ανοικτό διάστημα (0, .

       ίνεται μια συνάρτηση f  με ′ ≠f x( ) 1 για κάθε x ∈R . α αποδεί ετε ότι η 
ε ίσωση f ( x   x  έχει το πολύ μια πραγματική ρί α.

   α αποδεί ετε ότι η ε ίσωση 
xημ x
2
=  αληθεύει μόνο για x  =  0.

    α αποδεί ετε ότι 
x
x1

1
22+

≤ , για κάθε x R .

   ν f  είναι μία συνάρτηση παραγωγίσιμη στο R, με ′ =
+

f x x
x

( )
1 2 , να αποδεί-

ετε ότι για όλα τα α β, ∈ R ισχύει

| ( ) ( ) | | |f fβ α β α− ≤ −
1
2

.

   Έστω μια συνάρτηση  f   η οποία είναι συνεχής στο 0,  και ισχύει 2 5≤ ′ ≤f x( )  
για κάθε x ( , )0 4 . Αν  f (0  =  , να αποδεί ετε ότι 9 4 21≤ ≤f ( ) .

   Έστω μια συνάρτηση  f   η οποία είναι συνεχής στο ,  και ισχύει ′ ≤f x( ) 1  
για κάθε x ∈ −( , )1 1 . Αν  f (  =    και  f (   , να αποδεί ετε ότι  f (0  =  0, 
εφαρμό οντας το .Μ.Τ. για την  f  σε καθένα από τα διαστήματα ,0  και 
0, .

   α αποδεί ετε με το θεώρημα του  ότι οι γραφικές παραστάσεις των συ-
ναρτήσεων

f ( x   x  και g ( x    x 2   x   

έχουν ακριβώς δυο κοινά σημεία τα (0, , ( , .

2 . 6  ΣΥ Ε ΕΙΕΣ ΤΟΥ ΕΩΡΗΜ ΤΟΣ
 Τ Σ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ

Το εώρημα Μέσης Τιμής του διαφορικού λογισμού θεωρείται μία από τις σπουδαι-
ότερες προτάσεις της ανάλυσης, αφού με τη βοήθειά του αποδεικνύονται πολλά άλλα 
θεωρήματα. α χρησιμοποιήσουμε τώρα το .Μ.Τ. για να αποδεί ουμε τα επόμενα δύο 
βασικά θεωρήματα.
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Έστω μια συνάρτηση  f   ορισμένη σε ένα διάστημα . Αν

 η  f   είναι συνεχής στο  και

 (x   0 για κάθε ρ  σημείο x  του ,
τότε η  f   είναι σταθερή σε όλο το διάστημα .

Ο ΕΙ Η

Αρκεί να αποδεί ουμε ότι για οποιαδήποτε x x1 2, ∈ ∆ ισχύει  f ( x  =  f ( x 2 . ράγματι

 Αν x   x 2 , τότε προφανώς  f ( x  =  f ( x 2 ) .

 Αν x   x 2 , τότε στο διάστημα x , x 2  η f  ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος 
μέσης τιμής. Επομένως, υπάρχει ξ ∈ ( , )x x1 2  τέτοιο, ώστε

′ =
−
−

f f x f x
x x

( )
( ) ( )ξ .2 1

2 1

     
              (

Επειδή το  είναι εσωτερικό σημείο του , ισχύει  f (   0, οπότε, λόγω της ( , είναι 
f ( x   f ( x 2 . Αν x 2   x , τότε ομοίως αποδεικνύεται ότι f ( x   f ( x 2 . ε όλες, λοιπόν, τις 
περιπτώσεις είναι f ( x   f ( x 2 .     ■

Έστω δυο συναρτήσεις  f , g  ορισμένες σε ένα διάστημα . Αν

 οι  f , g  είναι συνεχείς στο  και

 (x   g (x  για κάθε ρ  σημείο x  του , 
τότε υπάρχει σταθερά c  τέτοια, ώστε για κάθε x ∈ ∆  να ισχύει

f ( x   g ( x   c

Ο ΕΙ Η

 συνάρτηση f   g  είναι συνεχής στο  και για 
κάθε εσωτερικό σημείο x ∈ ∆ ισχύει

( f  –  g (x   (x   g (x   0.

Επομένως, σύμφωνα με το παραπάνω θεώρημα, η 
συνάρτηση  f   g  είναι σταθερή στο . Άρα, υπάρ-
χει σταθερά C  τέτοια, ώστε για κάθε x ∈ ∆ να 
ισχύει  f ( x   g ( x  =  c , οπότε f ( x  =   g ( x   c .        ■
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Το παραπάνω θεώρημα καθώς και το πόρισμά του ισχύουν σε διάστημα και όχι σε ένωση 
διαστημάτων.

ια παράδειγμα, έστω η συνάρτηση

f x
x
x

( )
,
,

=
− <

>




1 0
1 0

.

αρατηρούμε ότι, αν και (x   0 για κάθε x ∈ −∞ ∪ +∞( , ) ( , )0 0 , εντούτοις η  f   δεν είναι 
σταθερή στο ( , ) ( , )−∞ ∪ +∞0 0 .

Ε ΡΜΟΓΗ
ίνεται μία συν ρτ σ   f   για τ ν οποία ισ ύει

f  x  = f ( x  για κ ε R           

  Να αποδει τεί ότι  συν ρτ σ  x
f x

φ
ex

( )
( )

=  είναι στα ερ  και

 Να βρε εί ο τύπο  τ   f   αν δίνεται επιπλ ον ότι  f  = 

ΛΥΣΗ

 ια κάθε x∈R έχουμε

′ 






′

=
′ −

( )
=

′ −
=φ ( )= f x

e
f x e f x e

e

f x f x
ex

x x

x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
( )

2

1

0x

Επομένως, η  είναι σταθερή στο R .

  Επειδή η  είναι σταθερή, υπάρχει c R τέτοιο, ώστε ( x   c  για κάθε x∈R ή, ισο-

δύναμα, ( )
x

f x c
e

=  για κάθε x∈R. Επομένως

f ( x   c e x  για κάθε x∈R .

Επειδή  f (0   , έχουμε  =  c , οπότε

f ( x   e x  για κάθε x∈R .
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Μ  
Έστω η συνάρτηση f ( x   x 2 . αρατηρούμε ότι 
στο διάστημα (−∞,0 , στο οποίο η  f   είναι γνη-
σίως φθίνουσα, ισχύει (x   x   0, ενώ στο δι-
άστημα (0,+∞ , στο οποίο η f  είναι γνησίως αύ-
ουσα, ισχύει (x   x  > 0. λέπουμε, δηλαδή, 

ότι υπάρχει μια σχέση ανάμεσα στη μονοτονία 
και στο πρόσημο της παραγώγου της συνάρτησης. 

υγκεκριμένα ισχύει

Έστω μια συνάρτηση  f , η οποία είναι  σε ένα διάστημα .

 Αν  (x  > 0 σε κάθε ρ  σημείο x  του , τότε η  f   είναι γνησίως αύ-
ουσα σε όλο το .

 Αν  (x   0 σε κάθε ρ  σημείο x  του , τότε η  f   είναι γνησίως φθί-
νουσα σε όλο το .

 Αποδεικνύουμε το θεώρημα στην περίπτωση που είναι f (x  > 0.

Έστω x x1 2, ∈ ∆  με x   x 2 . α δεί ουμε ότι  f ( x    f ( x 2 . ράγματι, στο διάστημα x , 
x 2  η  f   ικανοποιεί τις προ ποθέσεις του .Μ.Τ. Επομένως, υπάρχει ξ ∈ ( , )x x1 2  τέτοιο, 

ώστε ′ =
−
−

f f x f x
x x

( )
( ) ( )

ξ 2 1

2 1

, οπότε έχουμε

f ( x 2   f ( x  =  f ( (x 2   x  

Επειδή  (  > 0 και x 2   x  > 0, έχουμε ( x 2   ( x  > 0, οπότε  ( x   ( x 2 ) .

 την περίπτωση που είναι  f (x   0 εργα όμαστε αναλόγως.      ■

ια παράδειγμα

— η συνάρτηση f x x( ) , είναι γνησίως 
αύ ουσα στο [ , )0 + ∞ , αφού είναι συνεχής 

στο [ , )0 + ∞  και ισχύει ′ = >f x
x

( ) 1
2

0  για 
κάθε x ∈ + ∞( , )0 .
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— η συνάρτηση f ( x   x 2   x  είναι γνησί-
ως αύ ουσα στο [ , )1 + ∞ , αφού είναι συνεχής 
στο [ , )1 + ∞  και f (x   (x    > 0 για κάθε 
x ∈ + ∞( , )1 , ενώ είναι γνησίως φθίνουσα στο 
( , ]−∞ 1 , αφού είναι συνεχής στο ( , ]−∞ 1  και  
f (x   (x     0 για κάθε x ∈ −∞( , )1 .

— η συνάρτηση f x
x

( ) 1  είναι γνησίως φθί-

νουσα σε καθένα από τα διαστήματα ( , ),−∞ 0

και ( , )0 + ∞ , αφού ′ = − <f x
x

( ) 1 02  για κάθε 

x ∈ −∞( , )0  και για κάθε x ∈ + ∞( , )0 .

Το αντίστροφο του παραπάνω θεωρήματος δεν 
ισ ύει. ηλαδή, αν η f  είναι γνησίως αύ ουσα 
(αντιστοίχως γνησίως φθίνουσα  στο , η παρά-
γωγός της δεν είναι υπο ρε τικ  θετική (αντι-
στοίχως αρνητική  στο εσωτερικό του .

ια παράδειγμα, η συνάρτηση f ( x  =  x 3 , αν και 
είναι γνησίως αύ ουσα στο R, εντούτοις έχει πα-
ράγωγο f (x   x 2  η οποία δεν είναι θετική σε 
όλο το R, αφού f (0   0. σχύει όμως ′ ≥f x( ) 0 
για κάθε x  R .

Ε ΡΜΟΓΕΣ

 α βρε ούν τα διαστ ματα στα οποία  συν ρτ σ   f ( x  = x3  x2 +  είναι 
γν σί  αύ ουσα  γν σί  ίνουσα

ΛΥΣΗ

 συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη με f (x   x 2   x   x ( x   . Το πρόσημο της  f  
δίνεται στον παρακάτω πίνακα

x  −∞                    0                                                +∞

(x )                          0           –            0            
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Επομένως, η συνάρτηση  

— είναι γνησίως αύ ουσα στο ( , ]−∞ 0 , αφού είναι συνεχής στο ( , ]−∞ 0  και ισχύει f (x  
> 0 στο ( , )−∞ 0 .

— είναι γνησίως φθίνουσα στο 0, , αφού είναι συνεχής στο 0,  και ισχύει f (x   0 
στο (0, .

— είναι γνησίως αύ ουσα στο [ , )1 + ∞ , αφού είναι συνεχής στο [ , )1 + ∞  και ισχύει f (x  
> 0 στο ( , )1 + ∞ .

Το πρόσημο της  f  και το είδος μονοτονίας της  f  στα διαστήματα ( , ]−∞ 0 , 0,  και 
[ , )1 + ∞  συγκεντρώνονται συνοπτικά στον παρακάτω πίνακα

    Να αποδει τεί ότι  συν ρτ σ   f x  = x  συνx   ∈[0, ]x π  είναι γν σί  
αύ ουσα και να βρείτε το σύνολο τιμ ν τ

 Να αποδει τεί ότι  ε ίσ σ  συνx = x   ει ακριβ  μια λύσ  στο  ] .

Ο ΕΙ Η
  Είναι

f (x   (x   συνx       ημx  > 0, για κάθε 0, π] .

Επομένως, η  f   είναι γνησίως αύ ουσα στο 0, π . Επειδή η  f   είναι συνεχής και γνησίως 
αύ ουσα, σύμφωνα με την παράγραφο . , το σύνολο τιμών της είναι το διάστημα f (0 , 

f ( π  =  , π  .

 Έχουμε

x x x x= − ⇔ − − = 0συν συν2 2 ,

⇔ =f x( ) 0, x ∈[ , ]0 π .

Επειδή το σύνολο τιμών της  f   είναι το διάστη-
μα ,π , που περιέχει το 0, θα υπάρχει ένα 
τουλάχιστον x 0 0∈ ( , )π , τέτοιο ώστε ( x 0  =  0. 
Επειδή επιπλέον η  f   είναι γνησίως αύ ουσα 
στο 0, π , η x 0  είναι μοναδική ρί α της  f ( x   
0 στο διάστημα αυτό.  ρί α αυτή, όπως φαί-
νεται και στο σχήμα , είναι η τετμημένη του 
σημείου τομής της  y  =  x    και της y  =  συνx .

x −∞ 0 1 +∞
f ΄(x) + 0 − 0 +

f (x)
 f(1)

 f(0)
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ΣΚΗΣΕΙΣ

 

   Αν για τις συναρτήσεις  f , g  ισχύουν

f (x   g ( x  και g (x    f ( x  για κάθε x R,

να αποδεί ετε ότι η συνάρτηση ( x   f ( x ) ] 2   g ( x ) ] 2  είναι σταθερή.

   α βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας των συναρτήσεων

    f ( x   x 3   x             f ( x   x 3   x 2   x

 f x x
x

( ) =
+2 1

   μοίως των συναρτήσεων

 f x
x x

x x
( )

,
,

=
− ≤
+ >





4 1
2 1

2

        f x x( ) | |= −2 1

   μοίως των συναρτήσεων

 f x x
ex( )     f ( x   x   x        f x x x( ) | |= +ημ ημ , x ∈[ , ]0 2π .

   ίνονται οι συναρτήσεις  f ( x   x   x    και g x x x( ) = + −2 3.

   α αποδεί ετε ότι ι  f , g  είναι γνησίως αύ ουσες.

  α βρείτε το σύνολο τιμών τους.

 α αποδεί ετε ότι οι ε ισώσεις

x   x     0 και 2 3 0x x+ − =

έχουν ακριβώς μία ρί α την x   .

   α αποδεί ετε ότι

   συνάρτηση  f ( x   e x     (x    είναι γνησίως αύ ουσα.

  ε ίσωση e x     (x     έχει ακριβώς μία λύση την x   0.
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   Αν για μία συνάρτηση f  που είναι ορισμένη σ  όλο το R ισχύει

| ( ) ( ) | ( )f x f y x y− ≤ − 2 για όλα τα x y, R,

να αποδεί ετε ότι η  f   είναι σταθερή.

2.       α αποδεί ετε ότι η συνάρτηση f ( x  =  x 3   x   α είναι γνησίως φθίνουσα 
στο διάστημα , .

    α βρείτε το σύνολο τιμών της  f   στο διάστημα , .

   Αν    α  , να αποδεί ετε ότι η ε ίσωση x 3   x   α =  0 έχει ακριβώς μία 
λύση στο διάστημα ( , .

    θέση ενός κινητού πάνω σε έναν ά ονα τη χρονική στιγμή t  δίνεται από τη 
συνάρτηση

x  =  S ( t  =  t   t 3  t 2   t  0, 0 5≤ ≤t .

α βρείτε την ταχύτητα και την επιτάχυνση του κινητού και στη συνέχεια να 
απαντήσετε στα ακόλουθα ερωτήματα
   ότε το κινητό έχει ταχύτητα μηδέν  

  ότε το κινητό κινείται προς τα δε ιά και πότε προς τα αριστερά

 ότε η ταχύτητα του κινητού αυ άνεται και πότε μειώνεται

    τιμή V  (σε ευρώ  ενός προ όντος, t  μήνες μετά την παραγωγή του, δίνεται από 
τον τύπο

V t
t

= −
+

50 25
2

2

2( )
.

α αποδεί ετε ότι το προ όν συνεχώς υποτιμάται χωρίς, όμως, η τιμή του να 
μπορεί να γίνει μικρότερη από το μισό της αρχικής τιμής του.

   α αποδεί ετε ότι

     συνάρτηση f x x x
x

( ) =
−
−

3

2

9
1

 είναι γνησίως αύ ουσα σε καθένα από τα δι-

αστήματα του πεδίου ορισμού της και να βρείτε το σύνολο των τιμών της  f   
σε καθένα από τα διαστήματα αυτά.

    ε ίσωση x 3   α 2   x   α =  0 είναι ισοδύναμη με την f ( x  =  α και στη 
συνέχεια ότι έχει τρεις πραγματικές ρί ες για κάθε α ∈R .

   α βρείτε τις τιμές του α ∈ *R  για τις οποίες η συνάρτηση  f ( x  =  α 3   x 2   x  
  είναι γνησίως αύ ουσα στο R .
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   α αποδεί ετε οτι  

    συνάρτηση  f ( x   ημx   x συνx  είναι γνησίως αύ ουσα στο κλειστό διάστημα

0
2

, π




.

  ημx   x συνx  > 0, για κάθε x ∈





0

2
, π .

  συνάρτηση f x x
x( ) = ημ  είναι γνησίως φθίνουσα στο ανοικτό διάστημα

 0
2

, π





 .

   α αποδεί ετε ότι

   συνάρτηση ( x   ημx   εφx   x , x ∈ 




0

2
, π  είναι γνησίως αύ ουσα.

 2 3x x x+ ≥ημ εφ , για κάθε x ∈ 




0

2
, π .

2 . 7  ΙΚ  ΚΡΟΤ Τ  ΣΥ ΡΤΗΣΗΣ

Η    
το διπλανό σχήμα έχουμε τη γραφική 

παράσταση μιας συνάρτησης f  σ  ένα 
διάστημα (α, β . αρατηρούμε ότι στο 
σημείο x   x 0  η τιμή της συνάρτησης 
είναι μεγαλύτερη από την τιμή της 
σε κάθε γειτονικό  σημείο του x 0 . 

την περίπτωση αυτή λέμε ότι η f  
παρουσιά ει στο x 0  τοπικό μέγιστο. Το 
ίδιο συμβαίνει και στα σημεία x  και x 2 . 

ενικά έχουμε τον ακόλουθο ορισμό  

Μια συνάρτηση  f , με πεδίο ορισμού , θα λέμε ότι παρουσιά ει στο x A0x A0x Ax Ax A τοπικό 
μ γιστο, όταν υπάρχει  > 0, τέτοιο ώστε

f x f( )x f( )x f ( )x( )xx f≤x f 0( )0( )  για κάθε x A∈ ∩x A∈ ∩x A ( ,x x( ,x x− +( ,− +x x− +x x( ,x x− +x x )0 0( ,0 0( ,x x( ,x x0 0x x( ,x xx x− +x x( ,x x− +x x0 0x x− +x x( ,x x− +x xδ δ− +δ δ− +x x− +x xδ δx x− +x x( ,δ δ( ,− +( ,− +δ δ− +( ,− +x x− +x x( ,x x− +x xδ δx x− +x x( ,x x− +x x0 0δ δ0 0x x0 0x xδ δx x0 0x x− +0 0− +δ δ− +0 0− +x x− +x x0 0x x− +x xδ δx x− +x x0 0x x− +x x( ,0 0( ,δ δ( ,0 0( ,x x( ,x x0 0x x( ,x xδ δx x( ,x x0 0x x( ,x xx x− +x x( ,x x− +x x0 0x x− +x x( ,x x− +x xδ δx x− +x x( ,x x− +x x0 0x x− +x x( ,x x− +x x .
Το x 0  λέγεται σ  ή σ μείο τοπικού μεγίστου, ενώ το f ( x 0  τοπικό μ γιστο τ   f .
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ν η ανισότητα f x f x( ) ( )≤ 0  ισχύει για κάθε x A, τότε, όπως είδαμε στην παράγραφο 
. , η   παρουσιά ει στο x A0  ολικό μ γιστο ή απλά μ γιστο, το f ( x0 ) .

το διπλανό σχήμα παρατηρούμε 
ότι στο σημείο x  =  x 0  η τιμή της 
συνάρτησης είναι μικρότερη από την 
τιμή της σε κάθε γειτονικό  σημείο 
του x 0 . την περίπτωση αυτή λέμε ότι η 
f  παρουσιά ει στο x 0  τοπικό ελάχιστο. 
Το ίδιο συμβαίνει και στα σημεία x  
και β. ενικά, έχουμε τον ακόλουθο 
ορισμό

Μία συνάρτηση  f , με πεδίο ορισμού , θα λέμε ότι παρουσιά ει στο x A0x A0x Ax Ax A τοπικό 
ελ ιστο, όταν υπάρχει  > 0, τέτοιο ώστε

f x f x( )f x( )f x ( )f x( )f x0( )0( ), για κάθε x A∈ ∩x A∈ ∩x A ( ,x x( ,x x− +( ,− +x x− +x x( ,x x− +x x )0 0( ,0 0( ,x x( ,x x0 0x x( ,x xx x− +x x( ,x x− +x x0 0x x− +x x( ,x x− +x xδ δ− +δ δ− +x x− +x xδ δx x− +x x( ,δ δ( ,− +( ,− +δ δ− +( ,− +x x− +x x( ,x x− +x xδ δx x− +x x( ,x x− +x x0 0δ δ0 0x x0 0x xδ δx x0 0x x− +0 0− +δ δ− +0 0− +x x− +x x0 0x x− +x xδ δx x− +x x0 0x x− +x x( ,0 0( ,δ δ( ,0 0( ,x x( ,x x0 0x x( ,x xδ δx x( ,x x0 0x x( ,x xx x− +x x( ,x x− +x x0 0x x− +x x( ,x x− +x xδ δx x− +x x( ,x x− +x x0 0x x− +x x( ,x x− +x x .

Το x 0  λέγεται σ  ή σ μείο τοπικού ελα ίστου, ενώ το f ( x 0  τοπικό ελ ιστο 
τ   f .

Αν η ανισότητα f x f x( ) ( )0  ισχύει για κάθε x A, τότε, όπως είδαμε στην παράγραφο 
. , η  f  παρουσιά ει στο x A0  ολικό ελ ιστο ή απλά ελ ιστο, το  f ( x0 ) .

Τα τοπικά μέγιστα και τοπικά ελάχιστα της f  λέγονται τοπικ  ακρότατα ή, απλά, 
ακρότατα αυτής, ενώ τα σημεία στα οποία η  f   παρουσιά ει τοπικά ακρότατα λέγονται 

σει  τοπικ ν ακροτ τ ν. Το μέγιστο και το ελάχιστο της    λέγονται ολικ  ακρότατα 
αυτής.

ια παράδειγμα, η συνάρτηση

f x
x x

x
x

( )
,

,
=

≤

>







2 1
1 1

αν

αν

παρουσιά ει

    στο x  =  0 τοπικό ελάχιστο, το  f (0   
0, το οποίο είναι και ολικό ελάχιστο 
και

   στο x  =   τοπικό μέγιστο, το  f (   . 

 συνάρτηση  f  αν και παρουσιά ει τοπικό μέγιστο, εντούτοις δεν παρουσιά ει (ολικό  
μέγιστο.
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  Ένα τοπικό μέγιστο μπορεί να είναι μικρότερο από ένα τοπικό ελάχιστο ( χ. α .

 Αν μια συνάρτηση f  παρουσιά ει μέγιστο, τότε αυτό θα είναι το μεγαλύτερο από τα 
τοπικά μέγιστα, ενώ αν παρουσιά ει, ελάχιστο, τότε αυτό θα είναι το μικρότερο από τα 
τοπικά ελάχιστα. ( χ. β . Το μεγαλύτερο όμως από τα τοπικά μέγιστα μίας συνάρτησης 
δεν είναι πάντοτε μέγιστο αυτής. Επίσης το μικρότερο από τα τοπικά ελάχιστα μίας 
συνάρτησης δεν είναι πάντοτε ελάχιστο της συνάρτησης ( χ. α .

   
Με μια προσεκτική παρατήρηση του σχήματος β βλέπουμε ότι αν σ  ένα εσωτερικό 
σημείο x 0  ενός διαστήματος του πεδίου ορισμού της η  f   παρουσιά ει τοπικό ακρότατο και 
επιπλέον είναι παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό, τότε στο σημείο ( x 0 , f ( x 0  η εφαπτομένη 
της γραφικής παράστασης της  f  είναι ορι όντια, δηλαδή ισχύει  f (x 0   0. Αυτό επιβεβαι-
ώνεται από το παρακάτω θεώρημα, που είναι γνωστό ως ε ρ μα του 

 

Έστω μια συνάρτηση  ορισμένη σ  ένα διάστημα  και x 0  ένα εσ τερικό σημείο 
του . Αν η  f   παρουσιά ει τοπικό ακρότατο στο x 0  και είναι παραγ γίσιμ  στο 
σημείο αυτό, τότε

(x 0   0

Ο ΕΙ Η
Ας υποθέσουμε ότι η f  παρουσιά ει στο x 0  τοπικό 
μέγιστο. Επειδή το x 0  είναι εσωτερικό σημείο του  
και η  f   παρουσιά ει σ  αυτό τοπικό μέγιστο, υπάρχει 
 > 0 τέτοιο, ώστε

( , )x x0 0− + ⊆δ δ ∆  και

f x f x( ) ( )≤ 0 , για κάθε x x x∈ − +( , )0 0δ δ .          (
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Επειδή, επιπλέον, η   είναι παραγωγίσιμη στο x 0 , ισχύει

′ =
−
−

=
−
−→ →− +

f x
f x f x

x x
f x f x

x xx x x x
( ) lim

( ) ( )
lim

( ) ( )
0

0

0

0

00 0

.

Επομένως,

— αν x x x∈ −( , )0 0δ , τότε, λόγω της ( , θα είναι 
f x f x

x x
( ) ( )−

−
≥0

0

0 , οπότε θα έχουμε

′ =
−
−

≥
→ −

f x
f x f x

x xx x
( ) lim

( ) ( )
0

0

00

0
                                     (

— αν x x x∈ +( , )0 0 δ , τότε, λόγω της ( , θα είναι f x f x
x x

( ) ( )−
−

≤0

0

0 , οπότε θα έχουμε

′ =
−
−

≤
→ +

f x
f x f x

x xx x
( ) lim

( ) ( )
0

0

00

0 .                                     (

Έτσι, από τις (  και (  έχουμε  f (x 0   0.
 απόδει η για τοπικό ελάχιστο είναι ανάλογη.  ■

ύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα, τα εσωτερικά σημεία του , στα οποία η  f  είναι 
διαφορετική από το μηδέν, δεν είναι θέσεις τοπικών ακροτάτων. Επομένως, όπως φαίνεται 
και στα σχήματα  και 0, οι π θα θ   π α ρ μιας 
συνάρτησης   σ  ένα διάστημα  είναι

. α εσ τερικ  σ μεία του  στα οποία  παρ γ γο  τ   f  μ δενί εται

. α εσ τερικ  σ μεία του  στα οποία   f   δεν παραγ γί εται

. α κρα του  (αν ανήκουν στο πεδίο ορισμού της .

Τα ρ  σημεία του  στα οποία η  f   δεν παραγωγί εται ή η παράγωγός της είναι 
ίση με το μηδέν, λέγονται κρίσιμα σ μεία της  f   στο διάστημα .

ια παράδειγμα, έστω η συνάρτηση

f x
x x
x x

( )
,

( ) ,
=

<
− ≥





3

2

1
2 1

.

  f   είναι συνεχής στο R και παραγωγί
σιμη σε όλο το R εκτός από το , με

′ =
<

− >





f x
x x
x x

( )
,

( ) ,
3 1
2 2 1

2

.

ι ρί ες της f (x   0 είναι οι 0 και .
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Επειδή η  f  μηδενί εται στα σημεία 0 και , ενώ δεν υπάρχει στο , τα κρίσιμα σημεία 
της   είναι οι αριθμοί 0,  και . μως, όπως φαίνεται στο σχήμα, τα σημεία  και  είναι 
θέσεις τοπικών ακροτάτων, ενώ το σημείο 0 δεν είναι θέση τοπικού ακροτάτου. Άρα δεν 
είναι όλα τα κρίσιμα σημεία θέσεις τοπικών ακροτάτων της  f . Επομένως, χρεια όμαστε 
ένα κριτήριο το οποίο να μας πληροφορεί ποια από τα κρίσιμα σημεία της  f   είναι θέσεις 
τοπικών ακροτάτων αυτής. χετικά ισχύει το παρακάτω θεώρημα

Έστω μια συνάρτηση  f   παραγωγίσιμη σ  ένα διάστημα (α, β , με ε αίρεση ίσως ένα 
σημείο του x 0 , στο οποίο όμως η   είναι συνε .
   Αν (x  > 0 στο (α, x 0  και (x   0 στο (x 0 , β , τότε το ( x 0  είναι τοπικό μέγιστο 
της  f . ( χ. α
  Αν (x   0 στο (α, x 0  και (x  > 0 στο (x 0 , β , τότε το ( x 0  είναι τοπικό ελά-
χιστο της  f . ( χ. β

 ν η  (x  διατηρεί πρόσημο στο ( , , )α β( ,α β( , ) (α β) ( , )α β, )α βx xα β) (α β) (x x) (α β) (α βx xα β) (α β) (x x) (α β) (0 0α β0 0α β) (α β) (0 0) (α β) (α βx xα β0 0α βx xα β) (α β) (x x) (α β) (0 0) (α β) (x x) (α β) () (α β) (∪) (α β) () (α β) (x x) (α β) (∪) (α β) (x x) (α β) () (α β) (x x) (α β) (0 0) (α β) (x x) (α β) (∪) (α β) (x x) (α β) (0 0) (α β) (x x) (α β) ( , τότε το ( x 0  δεν είναι τοπικό 
ακρότατο και η  f   είναι γνησίως μονότονη στο (α, β . ( χ. γ .

   Επειδή  f (x  > 0 για κάθε x x∈ ( , )α 0  και η είναι συνεχής στο x 0 , η f  είναι γνησίως 
αύ ουσα στο (α, x 0 . Έτσι έχουμε

f x f x( ) ( )≤ 0 , για κάθε x x∈ ( , ]α 0 .          (

Επειδή f (x   0 για κάθε x x∈ ( , )0 β  και η f  είναι συνεχής στο x 0 , η f  είναι γνησίως 
φθίνουσα στο x 0 , β . Έτσι έχουμε

( x ) ≤ ( x 0 , για κάθε x x∈[ , )0 β .          (

Επομένως, λόγω των (  και ( , ισχύει

f x f x( ) ( )≤ 0 , για κάθε x ∈ ( , )α β ,

που σημαίνει ότι το f ( x 0  είναι μέγιστο της  f   στο (α, β  και άρα τοπικό μέγιστο αυτής.
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  Εργα όμαστε αναλόγως.

 Έστω ότι

f (x  > 0, για κάθε x x x∈ ∪( , ) ( , )α β0 0 .

 

Επειδή η  f  είναι συνεχής στο x 0  θα είναι γνησίως αύ ουσα σε κάθε ένα από τα διαστήματα 
( α, x 0  και x 0 , β . Επομένως, για x   x 0   x 2  ισχύει f ( x   f ( x 0   f ( x 2 . Άρα το f ( x 0  δεν 
είναι τοπικό ακρότατο της  f . α δεί ουμε, τώρα, ότι η f  είναι γνησίως αύ ουσα στο (α, 
β . ράγματι, έστω x x1 2, ( , )∈ α β  με x   x 2 .

— Αν x x x1 2 0, ( , ]∈ α , επειδή η  f   είναι γνησίως αύ ουσα στο (α, x 0 , θα ισχύει  f ( x   f ( x 2 ) .

— Αν x x x1 2 0, [ , )∈ β , επειδή η  f   είναι γνησίως αύ ουσα στο x 0 , β , θα ισχύει  f ( x   f ( x 2 ) .

— Τέλος, αν x   x 0   x 2 , τότε όπως είδαμε f ( x   f ( x 0   f ( x 2 . 

Επομένως, σε όλες τις περιπτώσεις ισχύει  f ( x   f ( x 2 , οπότε η  f  είναι γνησίως αύ ουσα 
στο (α, β) .

μοίως, αν f (x   0 για κάθε x x x∈ ∪( , ) ( , )α β0 0 . ■

ια παράδειγμα, έστω η συνάρτηση f ( x  =  x   x 3  που είναι ορισμένη στο R.  f  είναι 
παραγωγίσιμη στο R, με  (x  =  x 3   x 2 . ι ρί ες της  (x  =  0 είναι x  =  0 (διπλή  ή x  
=  , το δε πρόσημο της f  φαίνεται στον παρακάτω πίνακα
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x −∞ 0 3 +∞  
f ′(x) − 0 − 0 +

ύμφωνα με το παραπάνω κριτήριο, η συνάρτηση f  είναι γνησίως φθίνουσα στο 
διάστημα ( , ]−∞ 3 , γνησίως αύ ουσα στο διάστημα [ , )3 +∞  και παρουσιά ει ένα μόνο 
τοπικό ακρότατο, συγκεκριμένα ολικό ελάχιστο για x   , το  f (  =  .

 πως είδαμε στην απόδει η του παραπάνω θεωρήματος στην πρώτη περίπτωση το 
f ( x 0  είναι η μέγιστη τιμή της  f  στο (α, β , ενώ στη δεύτερη περίπτωση το  f ( x 0  είναι η 
ελάχιστη τιμή της  f  στο (α, β) .

 Αν μια συνάρτηση f  είναι συνεχής σ  ένα κλειστό διάστημα α, β , όπως γνωρί ουμε 
( εώρημα  . ,η f  παρουσιά ει μέγιστο και ελάχιστο. ια την εύρεση του μέγιστου και 
ελάχιστου εργα όμαστε ως ε ής

.  ρίσκουμε τα κρίσιμα σ μεία τ   f .

.  πολογί ουμε τι  τιμ  τ   f   στα σ μεία αυτ  και στα κρα τ ν διαστ μ τ ν.

.   πό αυτ  τι  τιμ   μεγαλύτερ  είναι το μ γιστο και  μικρότερ  το ελ ιστο 
τ   f .

ια παράδειγμα, έστω η συνάρτηση  f ( x  =  x 3   x 2   x   , x [ , ]0 5 . Έχουμε   
f (x   x 2   0x   , x [ , ]0 5 . ι ρί ες της  f ( x  =  0 είναι οι x   , x  =  . Επομένως, 
τα κρίσιμα σημεία της   f   είναι τα  =  , x  =  . ι τιμές της  f   στα κρίσιμα σημεία και στα 
άκρα του διαστήματος 0,  είναι

f (  =  0,  f (  =  ,  f (0  =    και   f (  =  .

Άρα, η μέγιστη τιμή της  f  στο 0,  είναι ίση με 0 και παρουσιά εται για x   , ενώ η 
ελάχιστη τιμή της  f   είναι ίση με  και παρουσιά εται για x   .

 ια να εφαρμόσουμε το προηγούμενο θεώρημα απαιτείται να προσδιορίσουμε το 
πρόσημο της  f  εκατέρωθεν του x 0 . ταν ο προσδιορισμός αυτός δεν είναι εύκολος 
ή είναι αδύνατος, τότε το παρακάτω θεώρημα, του οποίου η απόδει η παραλείπεται, 
μπορεί να μας πληροφορήσει αν το x 0  είναι θέση τοπικού ακρότατου.

Έστω μια συνάρτηση  f   παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα (α, β  και x 0  ένα σημείο του 
( α, β  στο οποίο η  f   είναι δυο φορές παραγωγίσιμη.

 Αν f (x 0   0 και  f ( x 0   0, τότε το ( x 0  είναι τοπικό μέγιστο.
 Αν f (x 0   0 και  f ( x 0  > 0, τότε το ( x 0  είναι τοπικό ελάχιστο.
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ια παράδειγμα, έστω ότι θέλουμε να βρούμε τα τοπικά ακρότατα της συνάρτησης

f ( x  =  x   συνx , x ∈ ( , )0 2π .

Έχουμε

f (x  =    ημx  και  f ( x  =  συνx ,

οπότε οι ρί ες της  f  είναι οι π
6

 και 5
6
π .

ια x =
π , είναι ′′






 = − <f π

6
3 0 , ενώ για x =

5
6
π , είναι ′′






 = >f 5

6
3 0π .

Έτσι έχουμε

α  ′





 =f π

6
0  και ′′






 <f π

6
0 , οπότε το f π






  είναι τοπικό μέγιστο της  f .

β  ′





 =f 5

6
0π  και ′′






 >f 5

6
0π , οπότε το f 5

6
π






  είναι τοπικό ελάχιστο της  f .

Ε ΡΜΟΓΕΣ

 α βρε εί το x ∈[0, 3] τσι  στε το 
ορ ογ νιο Γ  του διπλανού σ ματο  να 

ει μ γιστο εμβαδό  

ΛΥΣΗ

Το εμβαδό του ορθογωνίου είναι

E ( x  =  ( ) (  =  x (   x 2  =   x 3  x .

Έχουμε E (x  =   x 2    =   (x   (x   . 
ι ρί ες της E (x  =  0 είναι οι x  =   , x  =  .  

μονοτονία και τα ακρότατα της Ε φαίνονται 
στον παρακάτω πίνακα
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Άρα, η μέγιστη τιμή του εμβαδού είναι ίση με  και παρουσιά εται όταν x   .
 

2. στ   συν ρτ σ   f ( x  = x    x.

   Να μελετ εί  προ  τ  μονοτονία και τα 
ακρότατα

 Να αποδει τεί ότι ln 1x x≤ −  για κ ε x  

ΛΥΣΗ

   Έχουμε ′ = − =
−f x

x
x
x

( ) 1 1 1, x ∈ +∞( , )0 .  ε ί-

σωση f (x  =  0 έχει μία μόνο ρί α, την x   . 
 μονοτονία και τα ακρότατα της f  φαίνονται 

στον παρακάτω πίνακα

 Επειδή η f  για x  =   παρουσιά ει ολικό ελάχιστο, για κάθε x ∈ +∞( , )0  ισχύει

f x f x x( ) ( ) ln≥ ⇔ − − ≥1 1 0

⇔ ≤ −ln x x 1 .

 ισότητα ισχύει μόνο όταν x  =  .

3. ία βιομ ανία κα ορί ει τ ν τιμ  π λ σ  ( x  σε ευρ  κ ε μον δα  ενό  
προ όντο  συναρτ σει του πλ ου  x τ ν μον δ ν παραγ γ  σύμ να με τον 
τύπο ( x  =   x  ο κόστο  παραγ γ  μια  μον δα  είναι  ευρ  ν  
βιομ ανία πλ ρ νει όρο  ευρ  για κ ε μον δα προ όντο  να βρε εί πόσε  
μον δε  προ όντο  πρ πει να παρ γει  βιομ ανία  στε να ει το μ γιστο δυνατό 
κ ρδο

ΛΥΣΗ
 είσπρα η από την πώληση x  μονάδων παραγωγής είναι

E ( x  =  ( x  =  x ( 0000  x  =  x 2   0000x .

Το κόστος από την παραγωγή x  μονάδων είναι

K ( x  =  000x .

Το ολικό κόστος μετά την πληρωμή του φόρου είναι

K ολ( x  =  000x   00x   00x .
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Επομένως, το κέρδος της βιομηχανίας είναι

P ( x   E ( x   K ολ( x  

  x 2   0000x   00x

  x 2   00x .

Έχουμε P ' ( x  =   x   00, οπότε η P (x   0 έχει ρί α την x   00.

 μονοτονία και τα ακρότατα της  στο ( , )0 +∞  φαίνονται στον παρακάτω πίνακα

Επομένως, το μέγιστο κέρδος παρουσιά εται όταν η βιομηχανία παράγει 00 μονάδες 
από το προ όν αυτό και είναι ίσο με 0 0 χιλιάδες ευρώ.

 

ΣΚΗΣΕΙΣ

 

    παράγωγος μιας συνάρτησης  είναι

f (x   (x   3 ( x   2 ( x   .

ια ποιες τιμές του x  η f  παρουσιά ει τοπικό μέγιστο και για ποιες παρουσιά ει 
τοπικό ελάχιστο

2. α  α μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τις συναρτήσεις

   f ( x   x 3   x 2   x      g ( x   x 3   x   

 h ( x   x 3   x 2   .

β  α βρείτε το πλήθος των πραγματικών ρι ών των ε ισώσεων

x 3   x 2   x     0,   x 3   x     0,   x 3   x 2     0.
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     α μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τις συναρτήσεις

 f x
x x
e xx( )

,
,

=
≤
>





−

2

1

1
1

   g x
x x x
x x x

( )
,
,

=
− + <
− + ≥





2

2

2 1 1
4 3 1

.

     α μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τις συναρτήσεις

  f ( x  =  e x  –  x       f ( x   x x , x  > 0.

     α βρείτε τις τιμές των α β, ∈ R για τις οποίες η συνάρτηση f ( x  =  α 3   β 2  
 x    παρουσιά ει τοπικά ακρότατα στα σημεία x  =    και x 2  =  . α κα-

θορίσετε το είδος των ακροτάτων.

     α αποδεί ετε ότι, από όλα τα οικόπεδα σχήματος ορθογωνίου με εμβαδό 00 
2 , το τετράγωνο χρειά εται τη μικρότερη περίφρα η.

     Με συρματόπλεγμα μήκους 0  θέλουμε να περιφρά ουμε οικόπεδο σχήματος 
ορθογωνίου. α βρείτε τις διαστάσεις του οικοπέδου που έχει το μεγαλύτερο 
εμβαδόν.

     Μία ώρα μετά τη λήψη  ενός αντιπυρετικού, η μείωση της θερμοκρασίας 

ενός ασθενούς δίνεται από τη συνάρτηση T x x x( ) = −2
3

4
, 0  x   . α βρείτε 

ποια πρέπει να είναι η δόση του αντιπυρετικού, ώστε ο ρυθμός μεταβολής της 
μείωσης της θερμοκρασίας ως προς x , να γίνει μέγιστος.

 
     ίνεται τετράγωνο  του διπλανού σχήματος με 

πλευρά  . Αν το τετράγωνο Ε  έχει τις κορυφές 
του στις πλευρές του , 

  να εκφράσετε την πλευρά Ε  συναρτήσει του x .

  να βρείτε το x  έτσι, ώστε το εμβαδόν E ( x  του Ε  
να γίνει ελάχιστο.

   Το κόστος της ημερήσιας παραγωγής x  μονάδων ενός βιομηχανικού προ όντος 

είναι K x x x x( ) = − + +
1
3

20 600 10003 2  ευρώ, για 0 105≤ ≤x , ενώ η είσπρα η 

από την πώληση των x  μονάδων είναι E ( x   0x   x 2  ευρώ. α βρεθεί η ημε-

ρήσια παραγωγή του εργοστασίου, για την οποία το κέρδος γίνεται μέγιστο.
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   ίνεται η συνάρτηση  f ( x   ημx   x   , x ∈[ , ]0 π

  α μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία και ακρότατα.

 α αποδεί ετε ότι η ε ίσωση x x= −
1
2

3
2

ημ  έχει ακριβώς μία ρί α στο (0, π) .

        α μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τη συνάρτηση

f ( x   x   x   

και να βρείτε τις ρί ες και το πρόσημό της.

    α μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τη συνάρτηση

( x   x x   x 2   x   

   α αποδεί ετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων

g ( x   x x  και h x x x( ) = − + −
1
2

2 3
2

2

έχουν ένα μόνο κοινό σημείο στο οποίο έχουν και κοινή εφαπτομένη.

   α αποδεί ετε ότι για κάθε x  > 0 ισχύει

   α  e x  >   x                        α  x x> −1 1
2

2συν

β  e x xx > + +1 1
2

2      β  x x x> −
1
6

3ημ

 α  (   x )  >   , ν ∈  με ν ≥ 2

β  ( ) ( )1 1 1
2

2+ > + +
−x x xν ν

ν ν , ν ∈  με ν ≥ 3 .

   α αποδεί ετε ότι, αν για μια συνάρτηση f , που είναι παραγωγίσιμη στο R , 
ισχύει

2 f 3 ( x   f ( x   x 3   x   ,  

τότε η   δεν έχει ακρότατα.
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     το διπλανό σχήμα έχουμε τις γραφικές 

παραστάσεις δύο παραγωγίσιμων συ
ναρτήσεων f , g  σ  ένα διάστημα α, β . 
Το σημείο ξ α β∈ ( , ) είναι το σημείο 
στο οποίο η κατακόρυφη απόσταση 
(  μετα ύ των C f  και C g  παίρνει τη 
μεγαλύτερη τιμή. 

α αποδεί ετε ότι οι εφαπτόμενες των 
C f   και C g  στα σημεία ( , f (  και ( , 
g (  είναι παράλληλες.

     α αποδεί ετε ότι η συνάρτηση

f ( x  =  (x   α) 2 ( x   β) 2 (  ) 2 , με α  β  

έχει τρία τοπικά ελάχιστα και δύο τοπικά μέγιστα.

     Με ένα σύρμα μήκους   κατασκευά ουμε ένα ισόπλευρο τρίγωνο πλευράς x  
 και ένα τετράγωνο πλευράς .

   α βρείτε το άθροισμα των εμβαδών των δύο σχημάτων συναρτήσει της 
πλευράς x  του ισοπλεύρου τριγώνου.

 ια ποια τιμή του x  το εμβαδόν γίνεται ελάχιστο.

     ίνεται η συνάρτηση f x x( )  και το σημείο A 9
2

0,





 .

   α βρείτε το σημείο  της C f  που απέχει από το σημείο  τη μικρότερη 
απόσταση.

 α αποδεί ετε ότι η εφαπτομένη της C f   στο  είναι κάθετη στην .

     πως γνωρί ουμε, ο στίβος του κλασικού 
αθλητισμού αποτελείται από ένα ορθογώνιο 
και δύο ημικύκλια. Αν η περίμετρος του 
στίβου είναι 00 , να βρείτε τις διαστά-
σεις του, ώστε το εμβαδόν του ορθογωνίου 
μέρους να γίνει μέγιστο. 

    ναύλωση μιας κρουα ιέρας απαιτεί συμμετοχή τουλάχιστον 00 ατόμων. Αν 
δηλώνουν ακριβώς 00 άτομα, το αντίτιμο ανέρχεται σε 000 ευρώ το άτομο. 

ια κάθε επιπλέον άτομο το αντίτιμο ανά άτομο μειώνεται κατά  ευρώ. όσα 
άτομα πρέπει να δηλώσουν συμμετοχή, ώστε να έχουμε τα περισσότερα έσοδα
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   Έστω Ε το εμβαδόν του κυκλικού δακτυλίου του 
διπλανού σχήματος. ποθέτουμε οτι τη χρονική 
στιγμή t   0 είναι r     και r 2  =    και ότι για 
t  > 0 η ακτίνα r  αυ άνεται με σταθερό ρυθμό 0,0  

, ενώ η ακτίνα r 2  αυ άνεται με σταθερό ρυθμό 
0,0  . α βρείτε

  πότε θα μηδενιστεί το εμβαδόν του κυκλικού δακτυλίου και

 πότε θα μεγιστοποιηθεί το εμβαδόν του κυκλικού δακτυλίου.

   έλουμε να κατασκευάσουμε ένα κανάλι του 
οποίου η κάθετη διατομή  φαίνεται στο δι
πλανό σχήμα.

    α αποδεί ετε ότι το εμβαδόν της διατομής 
 είναι ίσο με

E   ημθ(   συνθ  

 ια ποια τιμή του θ το εμβαδόν της κάθετης διατομής μεγιστοποιείται

   Ένας κολυμβητής   βρίσκεται στη θάλασσα 
00 (  μακριά από το πλησιέστερο σημείο 
 μιας ευθύγραμμης ακτής, ενώ το σπίτι του 
 βρίσκεται 00  μακρυά από το σημείο 
. ποθέτουμε ότι ο κολυμβητής μπορεί να 

κολυμβήσει με ταχύτητα   και να τρέ ει 
στην ακτή με ταχύτητα  .

    α αποδεί ετε οτι για να διανύσει τη διαδρομή  του διπλανού σχήματος 
χρειά εται χρόνο

Τ ( )x x x
=

+
+

−100
3

300
5

2 2
.

   ια ποια τιμή του x   κολυμβητής θα χρειαστεί το λιγότερο δυνατό χρόνο 
για να φθάσει στο σπίτι του

 
   Ένας εργολάβος επιθυμεί να χτίσει 
ένα σπίτι στο δρόμο που συνδέει 
δύο εργοστάσια E  και E 2  τα οποία 
βρίσκονται σε απόσταση   και 
εκπέμπουν καπνό με παροχές και 

(    0,  

m

m

km

m
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P  αντιστοίχως. Αν η πυκνότητα του καπνού σε μια απόσταση d  από ένα 
τέτοιο εργοστάσιο είναι ανάλογη της παροχής καπνού του εργοστασίου και 
αντιστρόφως ανάλογη του τετραγώνου της απόστασης d , να βρείτε σε ποια 
απόσταση x  από το εργοστάσιο E  πρέπει ο εργολάβος να χτίσει το σπίτι 
για να έχει τη λιγότερη δυνατή ρύπανση. ( αροχή καπνού μιας καπνοδόχου 
ενός εργοστασίου λέγεται η ποσότητα του καπνού που εκπέμπεται από την 
καπνοδόχο στη μονάδα του χρόνου .

2 . 8  ΚΥΡΤΟΤΗΤ   ΣΗΜΕΙ  Κ Μ ΗΣ ΣΥ ΡΤΗΣΗΣ

Κ    

 Έστω οι συναρτήσεις  f ( x   x 2  και g x x( ) | | ( χ. .

ι πληροφορίες τις οποίες μας δίνει η πρώτη παράγωγος για τη συμπεριφορά κάθε 
μιας από τις δύο συναρτήσεις, όπως φαίνεται και στο σχήμα  είναι ίδιες. ηλαδή οι 
συναρτήσεις,

 είναι γνησίως φθίνουσες στο ( , ]−∞ 0

 είναι γνησίως αύ ουσες στο [ , )0 + ∞

 παρουσιά ουν τοπικό ελάχιστο για x   0, το οποίο είναι ίσο με 0.

μως, οι συναρτήσεις αυτές έχουν διαφορετικές γραφικές παραστάσεις. ηλαδή, 
ανέρχονται  και κατέρχονται  με διαφορετικό τρόπο σε κάθε ένα από τα διαστήματα 

( , ]−∞ 0  και [ , )0 + ∞ . Επομένως, οι πληροφορίες που μας δίνει το πρόσημο της πρώτης 
παραγώγου δεν είναι ικανές για τη χάρα η της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης.

Ας θεωρήσουμε τώρα τις γραφικές παραστάσεις των παρακάτω συναρτήσεων στο 
διάστημα [ , )0 + ∞ .

22-0181-02_HR.indb   272 12/12/2013   10:52:09 πμ



  Ι ΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 

 αρατηρούμε ότι καθώς το x  αυ άνεται

 η κλίση  f ( x  της C f  αυ άνεται, δηλαδή η f είναι γνησίως αύ ουσα στο ( , )0 + ∞ , ενώ

 η κλίση της g ( x  της C g  ελαττώνεται, δηλαδή η g  είναι γνησίως φθίνουσα στο 
( , )0 + ∞ .

την πρώτη περίπτωση λέμε ότι η συνάρτηση f  στρέφει τα κοίλα προς τα άνω στο 
( , )0 + ∞ , ενώ στη δεύτερη περίπτωση λέμε ότι η g  στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω στο 
( , )0 + ∞ . ενικότερα, δίνουμε τον παρακάτω ορισμό

Έστω μία συνάρτηση  f   σ  ένα διάστημα  και πα ρα  στο 
ρ  του . α λέμε ότι

  συνάρτηση  f   στρέφει τα κοίλα προ  τα ν  ή είναι κυρτ  στο , αν η  f είναι 
γνησίως αύ ουσα στο ρ  του .

  συνάρτηση  f   στρέφει τα κοίλα προ  τα κ τ  ή είναι κοίλ  στο , αν η  f εί-
ναι γνησίως φθίνουσα στο ρ  του .

Εποπτικά, μία συνάρτηση  f   είναι κυρτή (αντιστοίχως κοίλη  σε ένα διάστημα , όταν 
ένα κινητό, που κινείται πάνω στη C , για να διαγράψει το τό ο που αντιστοιχεί στο διά-
στημα  πρέπει να στραφεί κατά τη θετική (αντιστοίχως αρνητική  φορά. ( χ. 0

f
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ια να δηλώσουμε στον πίνακα μεταβολών ότι μια συνάρτηση  f   είναι κυρτή (αντιστοίχως 
κοίλη  σε ένα διάστημα , χρησιμοποιούμε το συμβολισμό (αντιστοίχως ) .

Αποδεικνύεται ότι, αν μια συνάρτηση  f   είναι κυρτή (αντιστοίχως κοίλη  σ  ένα διάστημα 
, τότε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της   σε κάθε σημείο του  βρίσκεται 
κάτω  (αντιστοίχως πάνω  από τη γραφική της παράσταση ( χ. , με ε αίρεση το 

σημείο επαφής τους.

  μελέτη μιας συνάρτησης ως προς τα κοίλα και κυρτά διευκολύνεται με τη βοήθεια 
του επόμενου θεωρήματος, που είναι άμεση συνέπεια του προηγούμενου ορισμού και 
του θεωρήματος μονοτονίας.

Έστω μια συνάρτηση  f    σ  ένα διάστημα  και δυο φορές παραγωγίσιμη 
στο ρ  του .

 Αν (x  > 0 για κάθε ρ  σημείο x  του , τότε η  f   είναι κυρτή στο .

 Αν (x   0 για κάθε ρ  σημείο x  του , τότε η  f   είναι κοίλη στο .

 
ια παράδειγμα, η συνάρτηση  f ( x   x 3  ( χ. ,

— είναι κοίλη στο ( , ]−∞ 0 , αφού  f ( x   x   0, για 
x ∈ −∞( , )0  και η  f   είναι συνεχής στο ( , ]−∞ 0  ενώ,

— είναι κυρτή στο [ , )0 + ∞ , αφού  f ( x   x  > 0, για 
x ∈ + ∞( , )0  και η  f   είναι συνεχής στο [ , )0 + ∞ .

Το αντίστροφο του θεωρήματος δεν ισχύει. ια παρά
δειγμα, έστω η συνάρτηση  f ( x   x  ( χ. . Επειδή 
η  f (x   x 3  είναι γνησίως αύ ουσα στο R, η  f ( x   x  
είναι κυρτή στο R. Εντούτοις, η  f ( x  δεν είναι θετική 
στο R, αφού  f (0   0.

Σ  
τη γραφική παράσταση της συνάρτησης  f ( x   x 3  

( χ.  παρατηρούμε ότι,
(α    στο σημείο (0, 0  η γραφική παράσταση της 

f   έχει εφαπτομένη και
(β     εκατέρωθεν του x 0  =  0, η κυρτότητα της καμπύλης αλλά ει.
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την περίπτωση αυτή λέμε ότι η γραφική παράσταση της   κάμπτεται  στο σημείο (0, 
0 . Το σημείο  λέγεται σ μείο καμπ  τ  C f  . ενικά δίνουμε τον παρακάτω ορισμό.

Έστω μια συνάρτηση  παραγωγίσιμη σ  ένα διάστημα (α, β , με ε αίρεση ίσως ένα 
σημείο του x 0 . Αν

  η  f   είναι κυρτή στο (α, x 0  και κοίλη στο (x 0 , β , ή αντιστρόφως, και
  η C  έχει εφαπτομένη στο σημείο ( x 0 , f ( x 0 ,

τότε το σημείο ( x 0 , f ( x 0  ονομά εται σ μείο καμπ  της γραφικής παράστασης 
της  f .

ταν το ( x 0 , f ( x 0  είναι σημείο καμπής της C , τότε λέμε ότι η  f παρουσι ει στο x 0  
καμπ  και το x 0  λέγεται σ  σ μείου καμπ . τα σημεία καμπής η εφαπτομένη της C f  
διαπερνά  την καμπύλη. Αποδεικνύεται, επιπλέον, ότι

Αν το ( x 0 , f ( x 0  είναι σημείο καμπής της γραφικής παράστασης της  f   και η  f   είναι 
δυο φορές παραγωγίσιμη, τότε  f ( x 0  =  0.

ύμφωνα με το παραπάνω θεώρημα, τα εσωτερικά 
σημεία ενός διαστήματος  στα οποία η f είναι 
διαφορετική από το μηδέν δεν είναι θέσεις σημείων 
καμπής. Επομένως,  π θα θ
α π μιας συνάρτησης  f   σ  ένα διάστημα  είναι  

    τα εσ τερικ  σ μεία του  στα οποία   f  μ
δενί εται  και

   τα εσ τερικ  σ μεία του  στα οποία δεν υπ
ρ ει   f   ( χ. .

ια παράδειγμα, έστω η συνάρτηση

f x
x x
x x

( )
,

( ) ,
=

<
− ≥





3

4

1
2 1

   ( χ.  

  f   είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R { }1  με

′′ =
<

− >




f x
x x
x x

( )
,

( ) ,
6 1
12 2 12 .
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Έτσι έχουμε τον παρακάτω πίνακα

x −∞                0                                                              +∞

(x )                     0                               0           
( x ) κοίλη κυρτή κυρτή κυρτή

Επειδή η  f  μηδενί εται στα σημεία 0 και , ενώ δεν υπάρχει στο , οι πιθανές θέσεις 
των σημείων καμπής είναι τα σημεία 0,  και . μως, όπως φαίνεται στον παραπάνω 
πίνακα και στο σχήμα, τα σημεία  και  δεν είναι θέσεις σημείων καμπής, αφού σ  
αυτά η f   δεν αλλά ει κυρτότητα, ενώ το σημείο 0 είναι θέση σημείου καμπής, αφού στο 

(0, f ( 0  υπάρχει εφαπτομένη της C f  και η  f  στο 0 αλλά ει κυρτότητα. αρατηρούμε 
λοιπόν ότι από τις πιθανές θέσεις σημείων καμπής, θέση σημείου καμπής είναι μόνο το 
0, εκατέρωθεν του οποίου η  f  αλλά ει πρόσημο. ενικά

Έστω μια συνάρτηση  ρισμένη σ  ένα διάστημα (α, β  και x 0 ∈ ( , )α β( ,α β( , . Αν

  η  αλλά ει πρόσημο εκατέρωθεν του x 0  και

  ορί εται εφαπτομένη της C f   στο ( x 0 , f ( x 0 ,
τότε το ( x 0 , f ( x 0  είναι σημείο καμπής.

Ε ΡΜΟΓ
α προσδιορισ ούν τα διαστ ματα στα οποία  συν ρτ σ

f ( x  = x4   x2 + 

είναι κυρτ   κοίλ  και να βρε ούν τα σ μεία καμπ  τ  γρα ικ  τ  παρ στασ

ΛΥΣΗ

    f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R, με  ( x  =  (x   (x   . Το πρόσημο της 
 φαίνεται στον ακόλουθο πίνακα

Επομένως, η  f   είναι κυρτή σε καθένα από τα διαστήματα ( , ]−∞ −1  και [ , )1 +∞  και κοίλη 
στο διάστημα , .

x −∞ 1

Σ.Κ Σ.Κ

1 +∞
f ΄́ (x) + 0 −

−
0 +

 0  0 f (x)
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Επειδή η  f  μηδενί εται στα σημεία ,  και εκατέρωθεν αλλά ει πρόσημο, τα σημεία 
( ,0  και ( ,0  είναι σημεία καμπής της C . Τα συμπεράσματα αυτά καταχωρούνται 

στην τελευταία γραμμή του παραπάνω πίνακα.

ΣΚΗΣΕΙΣ

 

   α βρείτε τα διαστήματα στα οποία οι παρακάτω συναρτήσεις είναι κυρτές ή 
κοίλες και να προσδιορίσετε (αν υπάρχουν  τα σημεία καμπής των γραφικών 
τους παραστάσεων

  f ( x   x   x       g x x
x

( ) =
−3 22

3 .

   μοίως για τις συναρτήσεις

    f ( x   x e x      g ( x   x 2 ( x    

 h x
x x
x x x

( )
,
,

=
− + <
− + + ≥





3 1 0
3 1 0

2

3 2
.

   μοίως για τις συναρτήσεις

   f x e x( ) = − 2

      g x x x( ) , ,= ∈ −







π π
2 2

εφ  

 h x x x( ) | |      ϕ( ) | |x x=

  ψ ( )
,

,
x

x x

x x
=

− − <

≥







0

0
.

   το παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της παραγώγου μίας συνάρ-
τησης  f   στο διάστημα , 0 .
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α προσδιορίσετε τα διαστήματα στα οποία η  f   είναι γνησίως αύ ουσα, γνη-
σίως φθίνουσα, κυρτή, κοίλη και τις θέσεις τοπικών ακροτάτων και σημείων 
καμπής.

 
   το διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική 
παράσταση C  της συνάρτησης θέσεως x  

 S ( t  ενός κινητού που κινείται πάνω σε 
έναν ά ονα. Αν η C  παρουσιά ει καμπή 
τις χρονικές στιγμές t  και t 3 , να βρείτε  

    ότε το κινητό κινείται κατά τη θετι-
κή φορά και πότε κατά την αρνητική φορά.

 ότε η ταχύτητα του κινητού αυ άνεται και πότε μειώνεται.

 
   α βρείτε τα σημεία καμπής της γραφικής παράστασης της συνάρτησης

f x x
x

( ) =
+2 1

 

και να αποδεί ετε ότι δύο από αυτά είναι συμμετρικά ως προς το τρίτο.

   α αποδεί ετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης

f ( x   e x α  x 2

έχει για κάθε τιμή του α ∈ R, ακριβώς ένα σημείο καμπής που βρίσκεται στην 
παραβολή y  =   x 2   .

   α αποδεί ετε ότι για κάθε α ∈ −( , )2 2  η συνάρτηση  f ( x  =  x   α 3   x 2   x  
  είναι κυρτή σε όλο το R .

   ίνεται η συνάρτηση f ( x  =  x 3   x 2   .

    α αποδεί ετε ότι η  f   παρουσιά ει ένα τοπικό μέγιστο, ένα τοπικό ελάχιστο 
και ένα σημείο καμπής.

   Αν x , x 2  είναι οι θέσεις των τοπικών ακροτάτων και x 3  η θέση του σημείου 
καμπής, να αποδεί ετε ότι τα σημεία ( x , f ( x , ( x 2 , f ( x 2  και ( x 3 , f ( x 3  
είναι συνευθειακά.
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   Έστω f  μια συνάρτηση, δυο φορές παραγωγίσιμη στο ( , , για την οποία 
ισχύει

2 ( x    f ( x   x 2     0.

α αποδεί ετε ότι η  f   δεν έχει σημεία καμπής.

2 . 9  ΣΥΜ ΤΩΤΕΣ  Κ Ο ΕΣ   

 Έστω η συνάρτηση f x
x

( ) 1  ( χ. .

πως είδαμε

lim ( ) lim
x x

f x
x→ →+ +

= = +∞
0 0

1 .

Αυτό σημαίνει ότι, καθώς το x  τείνει στο 0 από θετικές 
τιμές, η γραφική παράσταση της  f  τείνει να συμπέσει με 
την ευθεία x  =  0. την περίπτωση αυτή λέμε ότι η ευθεία 
x  =  0 είναι κατακόρυ  ασύμπτ τ  της C . ενικά

Αν ένα τουλάχιστον από τα όρια lim ( )
x x

f xm (f xm (
→x x→x x+
m (

+
m (

0

, lim ( )
x x

f xm (f xm (
→x x→x x−

0

 είναι +∞ ή −∞ , τότε η ευθεία 

x = x0  λέγεται κατακόρυ  ασύμπτ τ  της γραφικής παράστασης της  f .

 ια την ίδια συνάρτηση παρατηρούμε ότι

lim ( ) lim
x x

f x
x→+∞ →+∞

= =
1 0 .

Αυτό σημαίνει ότι, καθώς το x  τείνει στο +∞, η γραφική παράσταση της  f  τείνει να 
συμπέσει με την ευθεία y   0. την περίπτωση αυτή λέμε ότι η ευθεία y   0 είναι ορι όντια 
ασύμπτ τ  της C f  στο +∞ .

Επίσης παρατηρούμε ότι

lim ( ) lim
x x

f x
x→−∞ →−∞

= =
1 0 .

Αυτό σημαίνει ότι, καθώς το x  τείνει στο −∞, η γραφική παράσταση της f  τείνει να 
συμπέσει με την ευθεία y  =  0. την περίπτωση αυτή λέμε ότι η ευθεία y   0 είναι ορι όντια 
ασύμπτ τ  της C f  στο −∞ . ενικά
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Αν lim ( )
x

f xm (f xm (
→+∞

=  (αντιστοίχως lim ( ) )
x

f xm (f xm (
→−∞

) )=) )) )) ) , τότε η ευθεία y  =   λέγεται ορι όντια 
ασύμπτ τ  της γραφικής παράστασης της  f   στο +∞ (αντιστοίχως στο −∞ ) .

 Έστω η συνάρτηση 

f x x
x

( ) = − +1 1

και η ευθεία 

g ( x   x          ( χ. .

Επειδή lim [ ( ) ( )] lim
x x

f x g x
x→+∞ →+∞

− = =
1 0, καθώς το 

x  τείνει στο +∞, οι τιμές της f  προσεγγί ουν τις 
τιμές της g . ηλαδή, η γραφική παράσταση της f  
προσεγγί ει την ευθεία   x   . την περίπτωση 
αυτή λέμε ότι η ευθεία   x    είναι ασύμπτ τ  πλ για  της C f  στο +∞. ενικά

 ευθεία y     β λέγεται ασύμπτ τ  της γραφικής παράστασης της  f  στο +∞, 
αντιστοίχως στο −∞ , αν

lim [ ( ) ( )]
x

f x( )f x( )
→+∞

− +( )− +( ) =λ β( )λ β( )( )x( )λ β( )x( )( )− +( )λ β( )− +( )( )x( )− +( )x( )λ β( )x( )− +( )x( ) 0 , 

αντιστοίχως

lim [ ( ) ( )]
x

f x( )f x( )
→−∞

− +( )− +( ) =λ β( )λ β( )( )x( )λ β( )x( )( )− +( )λ β( )− +( )( )x( )− +( )x( )λ β( )x( )− +( )x( ) 0 .

 ασύμπτωτη y  =    β είναι ορι όντια αν   0, ενώ αν λ ≠ 0  λέγεται πλ για ασύμπτωτη.
ια τον προσδιορισμό των ασυμπτώτων μιας συνάρτησης ισχύει το παρακάτω θεώρημα, 

του οποίου η απόδει η παραλείπεται.

 ευθεία y     β είναι ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f  στο +∞, αντι-
στοίχως στο −∞, αν και μόνο αν

lim ( )
x

f x( )f x( )
x→+∞

= ∈λ= ∈λ= ∈ R και lim [ ( )
x

f x( )f x( )
→+∞

− = ∈λ β]λ β]xλ βx− =λ β− =]− =]λ β]− =]x− =xλ βx− =x  R,

αντιστοίχως

lim ( )
x

f x( )f x( )
x→−∞

= ∈λ= ∈λ= ∈R και lim [ ( )
x

f x( )f x( )
→−∞

− = ∈λ β]λ β]xλ βx− =λ β− =]− =]λ β]− =]x− =xλ βx− =x  R .
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   Αποδεικνύεται ότι

—   ι πολυωνυμικές συναρτήσεις βαθμού μεγαλύτερου ή ίσου του  δεν έχουν 
ασύμπτωτες.

—   ι ρητές συναρτήσεις P x
Q x

( )
( )

, με βαθμό του αριθμητή P ( x  μεγαλύτερο τουλάχιστον 

κατά δύο του βαθμού του παρονομαστή, δεν έχουν πλάγιες ασύμπτωτες.

   ύμφωνα με τους παραπάνω ορισμούς, ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης μιας 
συνάρτησης  f   ανα ητούμε

—   τα άκρα των διαστημάτων του πεδίου ορισμού της στα οποία η  f   δεν ορί εται.

—   τα σημεία του πεδίου ορισμού της, στα οποία η   δεν είναι συνεχής.

—   το +∞, −∞, εφόσον η συνάρτηση είναι ορισμένη σε διάστημα της μορφής ( , )α +∞
αντιστοίχως (−∞,α) .

Ε ΡΜΟΓ

α βρε ούν οι ασύμπτ τε  τ  γρα ικ  παρ στασ  τ  συν ρτ σ

f x x x( ) 1
= + .

ΛΥΣΗ

Επειδή η f  έχει πεδίο ορισμού το *R  και είναι συνεχής σ  αυτό, θα ανα ητήσουμε 
κατακόρυφη ασύμπτωτη στο 0 και πλάγιες στο −∞ και +∞.

Είναι

lim ( )
x

f x
→ +

= +∞
0

 και lim ( )
x

f x
→ −

= −∞
0

,

Άρα, η ευθεία x  =  0 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της  f . 
Ε ετά ουμε, τώρα, αν υπάρχει στο +∞ ασύμπτωτη της μορφής y  =    β. Έχουμε

lim ( ) lim
x x

f x
x

x
x→+∞ →+∞

=
+

=
2

2

1 1, οπότε    και

lim ( ( ) ) lim lim
x x x

f x x x
x

x
x→+∞ →+∞ →+∞

− =
+

−








 = =λ

2 1 1 0, οπότε β  0.
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Επομένως, η ευθεία y  =  x  είναι πλάγια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της  f  στο 
+∞.
Ανάλογα βρίσκουμε ότι η ευθεία y  =  x  είναι πλάγια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης 
της  f   και στο −∞ .

Κ    

Έστω η συνάρτηση f x e
x

x

( ) =
−1
3

. ια να ε ετάσουμε αν η ευθεία x  =  0 είναι κατακόρυφη 

ασύμπτωτη της C f  , χρειά εται να υπολογίσουμε το

lim .
x

xe
x→

−
0 3

1
                                                            

( 1)

αρατηρούμε ότι, αν εφαρμόσουμε τον κανόνα του ορίου πηλίκου, παρουσιά εται 

απροσδιοριστία της μορφής 
0
0

. ι μέθοδοι που εφαρμόσαμε στο κεφάλαιο του ορίου για 

την άρση της απροσδιοριστίας (απλοποίηση κτλ.  δεν εφαρμό ονται στο πιο πάνω όριο.

ια τα όρια πηλίκου που οδηγούν σε απροσδιόριστες μορφές 
0
0

, ±±∞∞
±±∞∞

, ισχύουν τα επόμενα 

θεωρήματα (η απόδει ή τους παραλείπεται , που είναι γνωστά ως κανόνε  d e  l ’  H os p i t al .

 ο 0
0

 μορφή 
 

Αν lim ( )
x x

f x
→

=
0

0 , lim ( )
x x

g xm (g xm (
→x x→x x

=
0

0 , x0 ∈ ∪ + ∞{ ,−∞{ ,−∞ }R∈ ∪R∈ ∪  και υπάρχει το lim ( )
( )x x

f x( )f x( )
g x( )g x( )→x x→x x

′f x′f x
′0

 (πε-

περασμένο ή άπειρο , τότε

lim ( )
( )

lim ( )
( )x x x x

f x( )f x( )
g x( )g x( )

f x( )f x( )
g x( )g x( )→ →( )→ →( )x x→ →x x x x→ →x xg x→ →g x( )g x( )→ →( )g x( )

=
′f x′f x
′0 0( )0 0( ) x x0 0x xg x0 0g x( )g x( )0 0( )g x( )→ →0 0→ →( )→ →( )0 0( )→ →( ) x x→ →x x0 0x x→ →x xg x→ →g x0 0g x→ →g x( )g x( )→ →( )g x( )0 0( )g x( )→ →( )g x( )

.

Έτσι το παραπάνω όριο (  υπολογί εται ως ε ής
Έχουμε

lim( )
x

xe
→

− =
0

1 0 , lim
x

x
→

=
0

3 0

και

lim ( )
( )

lim
x

x

x

xe
x

e
x→ →

− ′
′

= = +∞
0 3 0 2

1
3

Επομένως

lim
x

xe
x→

−
= +∞

0 3

1 ,

που σημαίνει ότι η ευθεία x   0 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης 
της  f .
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 ο ( μορ  ++∞∞
++∞∞

)

Αν lim ( )
x x

f xm (f xm (
→x x→x x

= +∞
0

, lim ( )
x x

g xm (g xm (
→x x→x x

= +∞
0

, x0 ∈ ∪ + ∞{ ,−∞{ ,−∞ }R∈ ∪R∈ ∪  και υπάρχει το lim ( )
( )x x

f x( )f x( )
g x( )g x( )→x x→x x

′f x′f x
′0

  

(πεπερασμένο ή άπειρο , τότε

lim ( )
( )

lim ( )
( )x x x x

f x( )f x( )
g x( )g x( )

f x( )f x( )
g x( )g x( )→ →( )→ →( )→ →x x x x→ →x x x x( )x x x x( )→ →( )x x x x( )x x x xg xx x x x→ →x x x xg xx x x x( )x x x x( )g x( )x x x x( )→ →( )x x x x( )g x( )x x x x( )

=
′f x′f x
′0 0( )0 0( )x x x x0 0x x x xg x0 0g x( )g x( )0 0( )g x( )→ →0 0→ →( )→ →( )0 0( )→ →( )→ →0 0→ →x x x x→ →x x x x0 0x x x x→ →x x x x( )x x x x( )→ →( )x x x x( )0 0( )x x x x( )→ →( )x x x x( )g x→ →g x0 0g x→ →g x( )g x( )→ →( )g x( )0 0( )g x( )→ →( )g x( )x x x xg xx x x x→ →x x x xg xx x x x0 0x x x xg xx x x x→ →x x x xg xx x x x( )x x x x( )g x( )x x x x( )→ →( )x x x x( )g x( )x x x x( )0 0( )x x x x( )g x( )x x x x( )→ →( )x x x x( )g x( )x x x x( )

.

ια παράδειγμα, ο υπολογισμός του lim
x

xe
x→+∞

 γίνεται ως ε ής

Έχουμε

lim
x

xe
→+∞

= +∞ , lim
x

x
→+∞

= +∞

και

lim ( )
( )

lim
x

x

x

xe
x

e
→+∞ →+∞

′
′

= = +∞
1

.

Επομένως

lim
x

xe
x→+∞

= +∞ .

   Το θεώρημα  ισχύει και για τις μορφές +∞
−∞

, −∞
+∞

, −∞
−∞

.

   Τα παραπάνω θεωρήματα ισχύουν και για πλευρικά όρια και μπορούμε, αν χρειά εται, 
να τα εφαρμόσουμε περισσότερες φορές, αρκεί να πληρούνται οι προ ποθέσεις τους.

Ε ΡΜΟΓ Σ

1.  ίνεται  συν ρτ σ  f x x e
e

x

x( ) 2 4
1

= + −
+

 Να αποδει τεί ότι

   ευ εία y = x +  είναι ασύμπτ τ  τ  C f   στο −∞

  ευ εία y = x   είναι ασύμπτ τ  τ  C f   στο +∞.

Ο ΕΙ Η
 Αρκεί να δεί ουμε ότι

lim [ ( ) ( )]
x

f x x
→−∞

− + =2 0 .
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   ράγματι, έχουμε

lim [ ( ) ( )] lim
x x

x

xf x x e
e→−∞ →−∞

− + =
−

+
=

− ⋅
+

=2 4
1

4 0
0 1

0 .

 Αρκεί να δεί ουμε ότι 

lim [ ( ) ( )]
x

f x x
→+∞

− − =2 0 .

   ράγματι, έχουμε

lim [ ( ) ( )] lim lim
x x

x

x x xf x x e
e e→+∞ →+∞ →+∞

− − = −
+









 =

+
=2 4 4

1
4
1

0 .

2. Να βρε ούν οι ασύμπτ τε  τ  γρα ικ  παρ στασ  τ  συν ρτ σ

f x x
ex( ) = .

ΛΥΣΗ
Επειδή η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο R η γραφική της παράσταση δεν έχει κατα
κόρυφες ασύμπτωτες. α ανα ητήσουμε, επομένως, ασύμπτωτες στο −∞ και στο +∞ .

 ια να είναι η y     β ασύμπτωτη της C f   στο −∞, αρκεί τα όρια λ =
→−∞
lim ( )
x

f x
x

 και 

β λ= −
→−∞
lim [ ( ) ]
x

f x x  να είναι πραγματικοί αριθμοί. Επειδή lim ( ) lim
x x

xf x
x

e
→−∞ →−∞

−= = +∞, η 

C f   δεν έχει ασύμπτωτη στο −∞.

 ια να είναι η y     β ασύμπτωτη της C f  στο +∞, αρκεί τα όρια λ =
→+∞
lim ( )
x

f x
x

 και 
β λ= −

→−∞
lim [ ( ) ]
x

f x x  να είναι πραγματικοί αριθμοί. Έχουμε

λ = = =
→+∞ →+∞
lim ( ) lim
x x x

f x
x e

1 0  και

β λ= − =
→+∞ →+∞
lim [ ( ) ] lim
x x xf x x x

e

=
′
′

+∞
+∞









→+∞
lim ( )

( )x x

x
e

     ( ανόνας   

= =
→+∞
lim
x xe

1 0 .

Άρα, η ευθεία y   0, δηλαδή ο ά ονας , είναι ασύμπτωτη της C f   στο +∞ .
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ΣΚΗΣΕΙΣ

 
   α βρείτε (αν υπάρχουν  τις κατακόρυφες ασύμπτωτες των γραφικών παραστά
σεων των συναρτήσεων

   f x
x

( ) =
−
1

2
      f ( x   εφx , x ∈ −








π π
2 2

,

 f x x x
x

( ) =
− +

−

2 3 2
1

    f x
x x

x
x

( )
,

,
=

≤

>







0
1 0

.

   α βρείτε τις ορι όντιες ασύμπτωτες των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων

 f x x x
x

( ) =
+ +

+

2

2

1
1

    f x x x( ) = + −2 1 .

   α βρείτε τις ασύμπτωτες των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων

  f x x x
x

( ) =
− −

−

2 2
1

   f x x
x

( ) =
−

−

2 3
2

   f x x x( ) = +2 .

   α υπολογίσετε τα παρακάτω όρια

 lim
ln( )x

x
x→ +0 1
ημ     lim

x

x
x→

−
0

2

4

1 συν     lim
x

x x
x→

−
−0 1
ημ
συν

.

 

   ίνεται η συνάρτηση f x x x( )f x( )f x = += +x x= +x x2= +2= + 2 2x x2 2x x +2 2+  και οι ευθείες 1  y    x    και  
2  y   x   . α αποδεί ετε ότι

     1 είναι ασύμπτωτη της C f   στο −∞ , ενώ η 2  είναι ασύμπτωτη της C f   στο +∞.

   ια κάθε x R ισχύει x x2 22 22 22 22 21 02 21 02 2+ +x x+ +x x2 2+ +2 22 2+ +2 2x x2 2x x+ +x x2 2x x2 22 22 2+ +2 22 22 2> +2 2> +2 21 0≥1 0( )x( )x2 2( )2 21 0( )1 02 21 02 2( )2 21 02 2> +( )> +x> +x( )x> +x2 2> +2 2( )2 2> +2 2  και στη συνέχεια να αποδεί ετε 
ότι η C f   βρίσκεται πάνω από την 1 κοντά στο −∞  και πάνω από την 2  κοντά 
στο +∞ .
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   α βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της  f   όταν

 f x x
x( )f x( )f x
2

2
    f x x

x
( )f x( )f x ln .

   α βρείτε τις τιμές των α βα β,α β ∈ R, ώστε η συνάρτηση

f
x x
e xx( )x( )x

,x x,x x
,e x,e x

=
+ ≤x x+ ≤x xx x,x x+ ≤x x,x x

>











αx xαx x+ ≤α+ ≤x x+ ≤x xαx x+ ≤x x
βe xβe x

0
0

ημημ

να είναι παραγωγίσιμη στο x 0   0.

   ίνεται η συνάρτηση f x
x x

x
x

x
( )f x( )f x

lnx xlnx x ,

,
= −

− =















1

0 1x0 1x< ≠0 1< ≠x< ≠x0 1x< ≠x

1 1x1 1x,1 1,− =1 1− =x− =x1 1x− =x
.

α αποδεί ετε ότι

 η  f   είναι συνεχής    ′ = −f ( )( )1( ) 1
2

.

   ίνονται οι συναρτήσεις

f x
x

x
( )x( )x

ln( )x x( )x x ,

,
=

( )− +( )x x( )x x− +x x( )x x
−

≠















2( )2( )( )2 2( )( )− +( )2 2( )− +( )x x( )x x− +x x( )x x2 2x x( )x x− +x x( )x x
1

1

0 1x0 1x,0 1, =0 1=

αν

αν0 1αν0 1
   και   g x

x x
x

x
x

( )g x( )g x
,x x,x x

ln ,
=

≤














2 1

1 1x1 1x x1 1xln1 1ln ,1 1,+ >1 1+ >+ >1 1+ >x+ >x1 1x+ >x,+ >,1 1,+ >,

ανx xανx x

αν1 1αν1 1+ >1 1+ >αν+ >1 1+ >
.

α αποδεί ετε ότι

    f  είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο x 0   , ενώ

  g  είναι συνεχής αλλά μη παραγωγίσιμη στο x 0   .

   ίνεται η συνάρτηση

f x x( )f x( )f x
,

( )x( )x ln , ( , ]
=











0 0x0 0x,0 0, =0 0=
1 0e x1 0e x( )1 0( )e x( )e x1 0e x( )e xx( )x1 0x( )x ln1 0ln , (1 0, (x, (x1 0x, (x− ∈1 0− ∈e x− ∈e x1 0e x− ∈e x− ∈1 0− ∈e x− ∈e x1 0e x− ∈e x( )− ∈( )1 0( )− ∈( )e x( )e x− ∈e x( )e x1 0e x( )e x− ∈e x( )e xx( )x− ∈x( )x1 0x( )x− ∈x( )x ln− ∈ln1 0ln− ∈lne xlne x− ∈e xlne x1 0e xlne x− ∈e xlne x , (− ∈, (1 0, (− ∈, (x, (x− ∈x, (x1 0x, (x− ∈x, (x( )−( )1 0( )−( ) , ]1, ]

.

  
   α υπολογίσετε τα όρια

lim
x

xe
x→

−−
0

1        και      lim ln
x

x x
0

  α αποδεί ετε ότι η   f   είναι συνεχής στο 0.

 α βρείτε την ε ίσωση της εφαπτομένης της C f   στο σημείο (0,0 .
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2 . 1 0  ΜΕΛΕΤΗ Κ Ι Ρ Η ΤΗΣ ΓΡ ΙΚΗΣ
 Ρ ΣΤ ΣΗΣ ΜΙ Σ ΣΥ ΡΤΗΣΗΣ

την παράγραφο αυτή θα δούμε πώς, με τη βοήθεια των πληροφοριών που αποκτήσαμε μέχρι 
τώρα, μπορούμε να χαρά ουμε τη γραφική παράσταση μιας συνάρτησης με ικανοποιητική 
ακρίβεια.  πορεία την οποία ακολουθούμε λέγεται μελ τ  τ  συν ρτ σ  και περιλαμβάνει 
τα παρακάτω βήματα

ο ρίσκουμε το πεδίο ορισμού της  f .

 Ε ετά ουμε τη συνέχεια της  f  στο πεδίο ορισμού της.

ο ρίσκουμε τις παραγώγους  f  και  f  και κατασκευά ουμε τους πίνακες των προσήμων 
τους. Με τη βοήθεια του προσήμου της  f  προσδιορί ουμε τα διαστήματα μονοτονίας 
και τα τοπικά ακρότατα της  , ενώ με τη βοήθεια του προσήμου της  f  καθορί ουμε τα 
διαστήματα στα οποία η  f  είναι κυρτή ή κοίλη και βρίσκουμε τα σημεία καμπής.

ο Μελετούμε τη συμπεριφορά  της συνάρτησης στα άκρα των διαστημάτων του πεδίου 
ορισμού της (οριακές τιμές, ασύμπτωτες, κτλ.

ο υγκεντρώνουμε τα παραπάνω συμπεράσματα σ  ένα συνοπτικό πίνακα που λέγεται και 
πίνακα  μεταβολ ν τ   f   και με τη βοήθειά του χαράσσουμε τη γραφική παράσταση της  
f .  ια καλύτερη σχεδίαση της C f   κατασκευά ουμε έναν πίνακα τιμών της  f .

 πως είναι γνωστό, αν μια συνάρτηση  f   με πεδίο ορισμού το  είναι ρ α , τότε η C f  
έχει ά ονα συμμετρίας τον ά ονα , ενώ αν είναι π ρ , η C f   έχει κέντρο συμμετρίας 
την αρχή των α όνων . Επομένως, για τη μελέτη μιας τέτοιας συνάρτησης μπορούμε να 
περιοριστούμε στα x A, με x 0 .

2)  Αν μια συνάρτηση  f   είναι π ρ  με περίοδο , τότε περιορί ουμε τη μελέτη της 
C f   σ  ένα διάστημα πλάτους .

Ε ΡΜΟΓ Σ

 Να μελετ εί και να παραστα εί γρα ικ   συν ρτ σ

f ( x  = x 4   x3 + .
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ΛΥΣΗ
   f   έχει πεδίο ορισμού το R .

2.   f   είναι συνεχής στο R ως πολυωνυμική.

3. Έχουμε

f (x  =  x 3   x 2  =  x 2 ( x   .

ι ρί ες της  f  είναι οι x  =  , x  =  0 (διπλή  και το 
πρόσημό της δίνονται στο διπλανό πίνακα, από τον 
οποίο προσδιορί ουμε τα διαστήματα μονοτονίας 
και τα τοπικά ακρότατα.

Έχουμε επίσης 

f ( x  =  x 2   x  =  x ( x   .

ι ρί ες της  f  είναι οι x  =  0, x  =   και το πρόσημό 
της δίνονται στο διπλανό πίνακα, από τον οποίο 
προσδιορί ουμε τα διαστήματα στα οποία η  f  είναι 
κυρτή ή κοίλη και βρίσκουμε τα σημεία καμπής.

4 )   συνάρτηση  f   δεν έχει ασύμπτωτες στο +∞  και  −∞, αφού είναι πολυωνυμική τέταρτου 
βαθμού. Είναι όμως

lim ( ) lim
x x

x x x
→+∞ →+∞

− + = = +∞4 3 44 11

και

lim ( ) lim
x x

x x x
→−∞ →−∞

− + = = +∞4 3 44 11 .

 
5 )  χηματί ουμε τον πίνακα μεταβολών της  f   και χαράσσουμε τη γραφική παράσταση 
της  f . 
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2. Να μελετ εί και να παραστα εί γρα ικ   συν ρτ σ

f x x x
x

( ) 4
1

2

=
− +
−

.

ΛΥΣΗ

   f   έχει πεδίο ορισμού το R { }1 .

2.   f   είναι συνεχής ως ρητή.

 Έχουμε

′ =
− +

−










′
=

− − − + −
−

=
− −

−
f x x x

x
x x x x

x
x x

x
( ) ( )( )

( ) (

2 2

2

24
1

2 1 1 4
1

2 3
11 2)

.

ι ρί ες της  f  είναι ,  και το πρόσημό της 
δίνονται στο διπλανό πίνακα, από τον οποίο 
προσδιορί ουμε τα διαστήματα μονοτονίας 
και τα ακρότατα.

Έχουμε επίσης

′′ =
− − − − − −

−
=

−
f x x x x x x

x x
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )
2 2 1 2 1 2 3

1
8
1

2 2

4 3
.

  f  δεν έχει ρί ες και το πρόσημό της δίνεται στο 
διπλανό πίνακα, από τον οποίο προσδιορί ουμε τα 
διαστήματα στα οποία η  f   είναι κυρτή ή κοίλη. 

4 )  Επειδή lim ( )
x

f x
→ +

= +∞
1

, lim ( )
x

f x
→ −

= −∞
1

, η ευθεία x    είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη 
της C .

Ε ετά ουμε τώρα αν υπάρχει στο +∞ ασύμπτωτη της μορφής y     β. Έχουμε

lim ( ) lim
x x

f x
x

x x
x x→+∞ →+∞

=
− +

−
=

2

2

4 1, οπότε  =  

και

lim ( ( ) ) lim lim
x x x

f x x x x
x

x
x→+∞ →+∞ →+∞

− =
− +

−
−









 =

−
=λ

2 4
1

4
1

0, οπότε β  0.

Επομένως, η ευθεία y   x  είναι ασύμπτωτη της C f   στο +∞ .

Ανάλογα βρίσκουμε ότι η ευθεία y   x  είναι ασύμπτωτη της C f  και στο −∞ .
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Επίσης έχουμε

lim ( ) lim
x x

f x x x
x→−∞ →−∞

=
− +

−
= −∞

2 4
1

 και lim ( ) lim
x x

f x x x
x→+∞ →+∞

=
− +

−
= +∞

2 4
1

.

5 )  χηματί ουμε τον πίνακα μεταβολών της  f   και χαράσσουμε τη γραφική της παράσταση.

ΣΚΗΣΕΙΣ

 
   α μελετήσετε και να παραστήσετε γραφικά τις συναρτήσεις

  f ( x   x 3   x 2   x     f x x
x

( ) =
+
−

1
1

     f ( x  =  x   x 2 .

  μοίως τις συναρτήσεις

f x x
x

( ) = +
1     f x x x

x
( ) =

− −
−

2 2
1

.

   α μελετήσετε και να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση  f ( x   x   ημ x  στο 
διάστημα π, π] .
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ΓΕ ΙΚΕΣ ΣΚΗΣΕΙΣ

 

       α αποδεί ετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f x
x

( ) 1
 και 

g ( x   x 2   x  , x ∈ + ∞( , )0  έχουν κοινή εφαπτομένη στο σημείο ( , .

   α βρείτε τη σχετική θέση των C f    και C g  στο διάστημα ( , )0 + ∞ .

   Αν f , g  είναι παραγωγίσιμες συναρτήσεις στο R, με

f (0   g (0  και f (x  > g (x  για κάθε x  R,

να αποδεί ετε ότι

f ( x   g ( x  στο ( , )( ,−∞( ,0  και  f ( x  > g ( x  στο ( , )( ,0( ,+ ∞ .

   σοσκελές τρίγωνο είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο με ακτίνα . Αν θ είναι η γωνία 
μετα ύ των ίσων πλευρών του τριγώνου, να αποδεί ετε ότι το εμβαδόν του είναι Ε 

 (   συνθ ημθ. α βρείτε την τιμή της γωνίας θ π∈ ( , )0  για την οποία εμβαδόν 
του τριγώνου μεγιστοποιείται. 

   Ένα σύρμα μήκους 0  διατίθεται για 
την περίφρα η ενός ανθόκηπου σχήματος 
κυκλικού τομέα. α βρείτε την ακτίνα r  
του κύκλου, αν επιθυμούμε να έχουμε τη 
μεγαλύτερη δυνατή επιφάνεια του κήπου. 

   ύο διάδρομοι πλάτους  τέμνονται κά -
θετα ( χήμα . α βρείτε το μεγαλύτερο 
δυνατό μήκος μιας σκάλας που μπορεί, 
αν μεταφερθεί ορι όντια, να στρίψει στη 
γωνία. 

πόδει  

  α εκφράσετε τα ,  συναρτήσει της γωνίας θ, 0
2

< <θ
π

.

 α αποδεί ετε ότι .

m

m
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 α βρείτε την τιμή της γωνίας θ, για την οποία το  γίνεται ελάχιστο.

         α μελετήσετε και να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση f x x
x

( )f x( )f x ln .

    α αποδεί ετε ότι αα  > (α  α για κάθε α > e .

   α αποδεί ετε ότι για x  > 0 ισχύει 2 22x2 2x2 2x f2 2x f2 22x f22 222 2x f2 222 2x f2 2x f2 2= ⇔2 2= ⇔2 2x f= ⇔x f2 2x f2 2= ⇔2 2x f2 22 222 2x f2 222 2= ⇔2 222 2x f2 222 22 2x f2 2=2 2x f2 2( )2 2( )2 2x f( )x f2 2x f2 2( )2 2x f2 2( )2 2( )2 2  και στη συνέχεια 
να αποδεί ετε ότι η ε ίσωση x   x 2  έχει δύο ακριβώς λύσεις, τις x   , x 2   .

          Αν α, β > 0 και για κάθε x R ισχύει α βx xα βx xα β+ ≥α β+ ≥α βx x+ ≥x xα βx xα β+ ≥α βx xα β 2 , να αποδεί ετε ότι αβ  .

    Αν α > 0 και για κάθε x R ισχύει α x x≥ +x≥ +x 1, να αποδεί ετε ότι α  e .

           α αποδεί ετε ότι η συνάρτηση  f ( x   e x  είναι κυρτή, ενώ η g ( x   x  είναι 
κοίλη.

  α βρείτε την εφαπτομένη της C f   στο σημείο (0,  και της C g  στο ( ,0 .

 α αποδεί ετε ότι

α  e x xx ≥ + ∈1,  R   β  ln , ( , )x x x≤ − ∈ + ∞1 0 .

ότε ισχύουν οι ισότητες

   C f   βρίσκεται πάνω από την C g .

         α βρείτε την ελάχιστη τιμή της συνάρτησης

f ( x   e x   ,  > 0.

    α βρείτε τη μεγαλύτερη τιμή του  > 0 για την οποία ισχύει

e xx ≥ λ , για κάθε x  R .

   ια την τιμή του  που θα βρείτε παραπάνω να αποδεί ετε ότι η ευθεία y  =  
 εφάπτεται της γραφικής παράστασης της συνάρτησης g ( x   e x .

   ίνεται η συνάρτηση f x
x

x
x

x
( )

,

,
=

≠

=







2 1 0

0 0

ημ
.
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α αποδεί ετε ότι

      f  είναι παραγωγίσιμη στο x 0  =  0 και στη συνέχεια ότι η ευθεία y  =  0 (ο 
ά ονας  είναι η εφαπτομένη της C f   στο (0, 0 .

     ά ονας  έχει με την C f   άπειρα κοινά σημεία, παρόλο που εφάπτεται της C .

    ευθεία y  =  x  είναι ασύμπτωτη της C f   στο +∞ και στο −∞ .

  Έστω μια συνάρτηση  τέτοια, ώστε

           (0  =  0, (0  =  0 και (x   ( x  =  0 για κάθε x  R      (

α αποδεί ετε ότι

     συνάρτηση ( x  =  (x ) ] 2   ( x ) ] 2  είναι σταθερή στο R και να βρείτε τον 
τύπο της.

   ( x   0 για κάθε x  R .

 Έστω δύο συναρτήσεις  f   και g  τέτοιες ώστε

f (0  =  0,  f (0  =   και (x   f ( x  =  0 για κάθε x R

g (0  =  , g (0  =  0 και g (x   g ( x  =  0 για κάθε x R .

α αποδεί ετε ότι

    ι συναρτήσεις ( x  =  f ( x   ημx  και ( x  =  g ( x   συνx  ικανοποιούν τις υπο-
θέσεις (  του ερωτήματος .
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   f ( x  =  ημx  και g ( x   συνx  για κάθε x  R .

   το διπλανό σχήμα ο κύκλος έχει ακτίνα   
και η  εφάπτεται σε αυτόν στο σημείο . Το 
τό ο  είναι θ  και το ευθ. τμήμα  είναι 
θ .  ευθεία  τέμνει τον ά ονα  στο 
σημείο P ( x , 0 . α δεί ετε ότι  

 x x=
−

−
=

θ θ θ
θ θ

θ( )συν ημ
ημ

  lim ( )
θ

θ
→

= −
0

2x .

   Ένας πε οπόρος  εκινάει από ένα σημείο  
και βαδί ει γύρω από μια κυκλική λίμνη ακτίνας 
ρ =    με ταχύτητα  =   . ν S  είναι 
το μήκος του τό ου  και  το μήκος της 
απόστασης  του πε οπόρου από το σημείο 
εκκίνησης τη χρονική στιμή t  

   α αποδεί ετε ότι

 θ =
S
2

     και    � = 4
2
θημ ,            S   t , θ  t      και    � = 4 tημ .

   α βρείτε το ρυθμό μεταβολής της απόστασης  ως προς τον χρόνο t . οιος 
είναι ο ρυθμός μεταβολής της απόστασης  ως προς τον χρόνο t , όταν 

α  θ π
=

2
3

,            β  θ =  π            και            γ  θ π
=

4
3

.   Ένας αγρότης θέλει να προσλάβει εργάτες για να μα έψουν 00 κιλά ντομάτες. 
άθε εργάτης μα εύει  κιλά την ώρα και πληρώνεται  ευρώ την ώρα. ια το 

συντονισμό και επιστασία των εργατών ο αγρότης θα προσλάβει και έναν επιστάτη 
τον οποίο θα πληρώνει 0 ευρώ την ώρα.  αγρότης, επιπλέον, θα πληρώσει στο 
σωματείο των εργατών εισφορά 0 ευρώ για τον επιστάτη και κάθε εργάτη. α 
βρείτε πόσους εργάτες πρέπει να προσλάβει ο αγρότης για να του κοστίσει το 
ελάχιστο δυνατόν και ποιο θα είναι το ελάχιστο κόστος.
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ Κ Τ ΟΗΣΗΣ

ε κα εμι  από τι  παρακ τ  περιπτ σει  να κυκλ σετε το γρ μμα  αν ο 
ισ υρισμό  είναι αλ  και το γρ μμα  αν ο ισ υρισμό  είναι ευδ  δικαι-
ολογ ντα  συγ ρόν  τ ν απ ντ σ  σα

   Αν η συνάρτηση  f   είναι συνεχής στο 0, , παραγωγίσιμη στο (0,  
και ′ ≠f x′f x′( )f x( )f x 0  για όλα τα x ( , )0 1( ,0 1( , , τότε f f( ) ( )0 1f0 1f( )0 1( ) ( )0 1( )0 1≠0 1 . 

   Αν η συνάρτηση  f  παραγωγί εται στο α, β  με  f (β   f (α , τότε 
υπάρχει x 0 ∈ ( , )α β( ,α β( ,  τέτοιο, ώστε  f  (x 0   0.

   Αν οι  f , g  είναι συναρτήσεις παραγωγίσιμες στο α, β , με  f (α   g (α  
και  f  (β   g (β , τότε υπάρχει x 0 ∈ ( , )α β( ,α β( ,   τέτοιο, ώστε στα σημεία (x 0, 
f ( x 0  και (x 0, g (x 0  οι εφαπτόμενες να είναι παράλληλες.

  Αν  f (x   (x   2 (x    για κάθε x  R, τότε

α  το  f (  είναι τοπικό μέγιστο της  f

β  το  f (  είναι τοπικό ελάχιστο της  f   

   α     γραφική παράσταση μιας πολυωνυμικής συνάρτησης άρτιου  
βαθμού έχει πάντοτε ορι όντια εφαπτομένη.

β     γραφική παράσταση μιας πολυωνυμικής συνάρτησης περιττού  
βαθμού έχει πάντοτε ορι όντια εφαπτομένη.

    συνάρτηση  f ( x   α 3  +  β 2  +   +   με α β γ δ, ,α β, ,α β γ δ,γ δ ∈ R και α ≠ 0   
έχει πάντα ένα σημείο καμπής. 

   Αν οι συναρτήσεις f , g  έχουν στο x 0 σημείο καμπής, τότε και  
η h   f · g  έχει στο x 0 σημείο καμπής. 

   ίνεται ότι η συνάρτηση  f   παραγωγί εται στο R και ότι η γραφική της  
παράσταση είναι πάνω από τον ά ονα . Αν υπάρχει κάποιο σημείο 

( x 0, f ( x 0  της C f   του οποίου η απόσταση από τον ά ονα  είναι 
μέγιστη (ή ελάχιστη , τότε σε αυτό το σημείο η εφαπτομένη της C f  
είναι ορι όντια.
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    ευθεία x  =   είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της 
συνάρτησης

α  f x x x
x

( )f x( )f x =
− +x x− +x x

−

2 3 2x x3 2x x− +3 2− +x x− +x x3 2x x− +x x
1

 Α 

β  g x x x( )g x( )g x
( )x( )x

=
− +x x− +x x

( )−( )

2

2

3 2x x3 2x x− +3 2− +x x− +x x3 2x x− +x x
( )1( )

  Α  

   Αν γραφική παράσταση της συνάρτησης  f   δίνεται από το παρακάτω 
σχήμα, τότε

   το πεδίο ορισμού της 
1
f

 είναι το ( ,  Α 

  το πεδίο ορισμού της 1
f

 είναι το ,   Α  

  f (x  > 0 για κάθε x ( , )1 4( ,1 4( ,   Α  

 υπάρχει x f0 0x f0 0x fx f1 4x fx f0 0x f1 4x f0 0x f 0x f∈x fx f0 0x f∈x f0 0x f ′ =x f( ,x fx f0 0x f( ,x f0 0x fx f1 4x f( ,x f1 4x fx f0 0x f1 4x f0 0x f( ,x f0 0x f1 4x f0 0x fx f) :x fx f0 0x f) :x f0 0x f ( )x( )x0 0( )0 0x0 0x( )x0 0x . Α  

  συνάρτηση  f ( x  =  x 3   x    έχει

α  μια, τουλάχιστον, ρί α στο (0,   Α  

β  μια, ακριβώς, ρί α στο ( ,0  Α  

γ  τρεις πραγματικές ρί ες  Α  

   Αν για τις παραγωγίσιμες στο R συναρτήσεις  , g  ισχύουν  
f (0  =  ,  f (0  =  ,  f (  =  , g (0  =  , g (0  =  , g (  =  ,  
τότε ( ) ( ) ( ) ( )f g( )f g( ) g f( )g f( )( )( ) ( )( )( )f g( )( )f g( )′ ′0 0( )0 0( ) ( )0 0( ) ( )0 0( )( )g f( )0 0( )g f( )0 0( )( )0 0( )( ) ( )( )0 0( )( )( )g f( )( )g f( )0 0( )g f( )( )g f( )=0 0= ′0 0′       Α      

ε κα εμι  από τι  παρακ τ  περιπτ σει  να κυκλ σετε τ  σ στ  απ ντ σ
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   Το lim
h

h

h→

+



















−

0

6 66 6

6 6



πεφ π εφ
6 6

εφ
6 6  ισούται με

Α  
3

3
    4

3
    3     0  Ε  

3
4

.

2. Το lim
h

x h x
h→

x h+x h
−

0

1 1

 ισούται με

Α  1
2x

    
2

2x
   

1
2x

   
2
x

  Ε  0

   Αν f ( x   3 x  τότε η  f (x  ισούται με

Α  x 3 x     
5
3 5

3 x

ln3 5ln3 5
   2 x

 3 x    Ε  3 x

   Αν f ( x   συν3 ( x    τότε η  f (π  ισούται με
Α  συν 3 ( π  ημ(π     συν2 ( π   

 συν 2 ( π  ημ(π     πσυν2 ( π   

   Αν f ( x   (x 2    τότε η έβδομη παράγωγος αυτής στο 0 ισούται με
Α         0

    Ε  δεν υπάρχει.

   Αν οι εφαπτόμενες των συναρτήσεων f ( x  =  x  και g ( x  =  x 2  στα σημεία με 
τετμημένη x 0  είναι παράλληλες, τότε το x 0  είναι

Α  0    
1
4

    
1
2

      Ε  .

   Αν f ( x   e β x , g ( x   e α  και f x
g x

f x
g x

( )f x( )f x
( )g x( )g x

( )f x( )f x
( )g x( )g x

























′
=

′f x′f x
′

, τότε το β ως συνάρτηση του α 
ισούται με

Α  α
α

−1
2     α

α

2

1+
   α

α
+1
2

 α
α

2

2 1−
   Ε  α

α

2

1−
.

   Αν  f (x  > 0 για κάθε x ∈ −[ ,∈ −[ ,∈ − ]1 1[ ,1 1[ ,  και  f (0   0, τότε
Α   f (  =                     f (  > 0 

  f (  > 0                      f (   0.
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   α αντιστοιχίσετε καθεμιά από τις συναρτήσεις α, β, γ, δ σε εκείνη από τις συ -
ναρτήσεις Α, , , , Ε,  που νομί ετε ότι είναι η παράγωγός της.
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   αθεμιά από τις παρακάτω συναρτήσεις να αντιστοιχίσετε στην ευθεία που είναι 
ασύμπτωτη της γραφικής της παράστασης στο +∞ .

 Ν     

. f x x
x

( )f x( )f x = +x= +x 1
2    Α. y  =  

2. f x x
ex( )f x( )f x = − + +1+ +1+ +
1

  . y  =  x   

3. f x
x

( )f x( )f x = +
−

2= +2= +
3

2
   . y  =   x   

     . y  =  x

     Ε. y  =   x
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ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜ

Η   
ι αρχαίοι Έλληνες ονόμα αν εφαπτομένη μιας καμπύλης την ευθεία που έχει ένα 

μόνο κοινό σημείο μ  αυτήν, χωρίς να την τέμνει και την κατασκεύα αν με βάση 
γεωμετρικές ιδιότητες που απορρέουν απ  αυτόν τον ορισμό. Έτσι ήταν γνωστός ο 
τρόπος κατασκευής εφαπτομένων στον κύκλο και τις κωνικές τομές (έλλειψη, παρα -
βολή, υπερβολή . Επίσης, με προσφυγή σε κινηματικές μεθόδους, ο Αρχιμήδης είχε 
επινοήσει μέθοδο κατασκευής της εφαπτομένης μιας καμπύλης που είναι σήμερα 
γνωστή ως έλικα του Αρχιμήδη .

 επόμενη ε έλι η στο ήτημα αυτό έγινε στις αρχές του ου αιώνα, όταν άρχισε 
η συστηματική εφαρμογή αλγεβρικών μεθόδων στη γεωμετρία. Το επόμενο παρά -
δειγμα δείχνει τον τρόπο με τον οποίο η Άλγεβρα εφαρμό εται στον προσδιορισμό 
της εφαπτομένης μιας παραβολής.

Έστω y  =   f ( x  =  x 2  η ε ίσωση μιας παραβολής 
με κορυφή την αρχή των α όνων και (x 0 , y 0  
ένα σημείο της, στο οποίο ητείται να κατα -
σκευαστεί μια εφαπτομένη .  κατασκευή 
αυτή μπορεί να γίνει αν προσδιορίσουμε ένα 
άλλο χαρακτηριστικό σημείο της , όπως π.χ. 
το σημείο  στο οποίο τέμνει τον ά ονα των 
τετμημένων.

εωρούμε ένα άλλο σημείο της παραβολής, το 
(x , y , πολύ γειτονικό του , τέτοιο ώστε x  

=  x 0  +  h  (το h  θεωρείται εδώ μια απειροελάχι-
στη μεταβολή του x 0 . την περίπτωση αυτή τα ορθογώνια τρίγωνα  και  

μπορούν να θεωρηθούν κατά προσέγγιση όμοια και άρα θα ισχύει κατά προσέγγιση 

η αναλογία 
N
ΜΡ ΤΡ

Σ ΣΤ
= . Αν θέσουμε  =  s , τότε διαδοχικά θα ισχύει

y
y

s h
s

1

0

=
s h+s h  ή y y h

s1 0y y1 0y y 1= +y y= +y y1 0= +1 0y y1 0y y= +y y1 0y y 1= +1= += +


= +


= += += +

= += += += +




= +


= += +


= + 








 ή y y y h

s1 0y y1 0y y 0− =y y− =y y  ή y y
h

y
s

1 0y y1 0y y 0y y−y y
= . (

Το πρώτο μέλος αυτής της κατά προσέγγιση ισότητας γράφεται

και έτσι η (  γίνεται 2 0
0x h0x h0
y
s

+ =x h+ =x h . Αν τώρα θέσουμε, όπως οι μαθηματικοί του ου 

αιώνα, h  =  0 βρίσκουμε από την τελευταία ότι 2 0
0x
y
s

 ή s
y
x
0

02
. νωρί οντας 

λοιπόν το σημείο επαφής (x 0 , y 0 , προσδιορί ουμε από την τελευταία το μήκος  =  s  

f x f x
h

f x h f x
h

x h x
h

x x h h x
h

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 0 0 0
2

0
2

0
2

0
2

0
22−

=
+ −

=
+ −

=
+ + −

= 2 0x h+
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  Ι ΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 0

που μας δίνει αμέσως το σημείο .  ευθεία  είναι η ητούμενη εφαπτομένη της 
παραβολής.  προηγούμενη διαδικασία ήταν ένας από τους δρόμους που οδήγησαν 
ιστορικά, στην έννοια της παραγώγου.

Κ  
το δεύτερο μισό του ου αιώνα, οι μαθηματικοί είχαν κατορθώσει να μετασχηματί-

σουν όλη τη μακροσκελή διαδικασία παραγώγισης σε εφαρμογή ορισμένων κανόνων 
και τύπων, με τη βοήθεια κατάλληλα επιλεγμένων συμβόλων. ρωτοπόροι προς 
αυτήν την κατεύθυνση υπήρ αν οι .  και ο . .   συμβόλι ε 
την απειροελάχιστη μεταβολή μιας ποσότητας x  με d x  (διαφορικό του x ) .  έτσι, π.χ. 
για τη συνάρτηση y   x 2  του προηγούμενου παραδείγματος, η αντίστοιχη μεταβολή 
του y  (διαφορικό του y  ήταν

dy   d ( x 2   (x   dx ) 2   x 2   x 2   x dx   ( dx ) 2   x 2   x dx   (dx ) 2 .

αραλείποντας την πολύ μικρή (συγκρινόμενη με τις άλλες  ποσότητα ( d x ) 2  προέκυ-
πτε η dy   x dx  (εδώ η παράγωγος x  ονομά ονταν διαφορικός συντελεστής  και 
τελικά η dy

dx
x2 , ένας συμβολισμός που διατηρείται μέχρι σήμερα, χωρίς όμως να 

έχει νόημα πηλίκου. Με τον τρόπο αυτό ο  απέδει ε το  τον κανόνα για 
τον υπολογισμό της μεταβολής του γινομένου δύο μεταβλητών x  και y , που αποτε-
λεί μια πρωτόγονη  μορφή του σημερινού κανόνα της παραγώγου ενός γινομένου 
συναρτήσεων

d ( x y   (x   dx ) ( y   dy   x y

 x y   x d y   y dx   dx dy   x y

= x dy   y dx   dx dy .

αραλείποντας και εδώ την πολύ μικρή ποσότητα dx dy , παίρνουμε τη σχέση

d ( x y   x d y   y dx .

Με την εισαγωγή και καθιέρωση αυτών των κανόνων και συμβολισμών, η έννοια 
της παραγώγου ε ελίχθηκε σ  ένα ε αιρετικά αποτελεσματικό εργαλείο και διεύρυνε 
σε μεγάλο βαθμό τις εφαρμογές της μαθηματικής ανάλυσης. αράλληλα όμως, οι 
ασάφειες που επισημάναμε αποτελούσαν μια διαρκή πρόκληση για τους μαθηματι-
κούς που αντιμετώπι αν με κριτικό πνεύμα τα θεμέλια της επιστήμης τους.  πρώτος 
αυστηρός ορισμός αυτής της έννοιας, που στηρί εται στην έννοια του ορίου, δόθηκε 
για πρώτη φορά το  από τον . .  
 α ρ = ( x  παρα α α αβ α
θ α αβ α π α α α θ απ ρ -

α αβ παρ α απ ρ α ρ
π α θ  = ρ π α ρ

∆
∆
y
x

f x i f x
i

=
+ −( ) ( )
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θα α απ ρ π α ρ θα πρ π
π ρ α α ρ α ρ π π ρ α πρ π

ρ θ αρ ρ α π ρ α ρ α
θ ρ α αβ α α
ρ α ρ π θα ρ ρ

f x i f
i

( )f x( )f x i f( )i f ( )x( )xi f+ −i f( )+ −( )i f( )i f+ −i f( )i f

θα αρ α απ ρ ρ  = ( x ) .
α α ρ α ρ α ρ α

 α β β θ α ( x .
Με αφετηρία αυτόν τον ορισμό, ο  υπολόγισε τις παραγώγους των βασικών 
συναρτήσεων και απέδει ε τους κανόνες της παραγώγισης. .χ. για τον ιδιαίτερα 
σημαντικό κανόνα της παραγώγου μιας σύνθετης συνάρτησης, έδωσε την ακόλουθη 
απόδει η

α ρ ρ πρ ( x   
π   F ( y ) ( x ) ]  α α π α ρ α ρ

αβ α α απ ρ α α ρ α α
β α α θα α

∆
∆ ∆ ∆

∆
∆

z∆z∆
x∆x∆

F y y F y
x∆x∆

F y y F y
y∆y∆

y∆y∆
x∆x∆

=
y F+ −y F

=
y F+ −y F

⋅
( )∆( )∆F y( )F y y F( )y F∆y F∆( )∆y F∆+ −( )+ −∆+ −∆( )∆+ −∆y F+ −y F( )y F+ −y F∆y F∆+ −∆y F∆( )∆y F∆+ −∆y F∆ ( )y( )y ( )∆( )∆F y( )F y y F( )y F∆y F∆( )∆y F∆y F( )y F+ −( )+ −∆+ −∆( )∆+ −∆y F+ −y F( )y F+ −y F∆y F∆+ −∆y F∆( )∆y F∆+ −∆y F∆ ( )y( )y  (

π α π ρ α α ρ α

= ( y   = f ( x  ·  f ( x ( * )

(    Ένα αδύνατο σημείο αυτής της απόδει ης, που αφορά την ισότητα ( , είναι ότι για μικρές, μη 
μηδενικές τιμές του , μπορεί να ισχύει   f ( x     f ( x )   0.
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ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ  
ΛΟΓΙΣΜΟΣ

( 1)  Αποδεικνύεται ότι κάθε συνεχής συνάρτηση σε διάστημα  έχει παράγουσα στο διάστημα αυτό.

3 . 1   ΟΡΙΣΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜ

 
ολλές φορές στην πρά η παρουσιά ονται προβλήματα, που η λύση τους απαιτεί πορεία 

αντίστροφη της παραγώγισης. Τέτοια προβλήματα είναι για παράδειγμα τα παρακάτω

—  εύρεση της θέσης S ( t  ενός κινητού τη χρονική στιγμή t , αν είναι γνωστή η ταχύτητά 
του ( t  που, όπως γνωρί ουμε, είναι η παράγωγος της συνάρτησης θέσης x  =  S ( t .

—  εύρεση της ταχύτητας ( t  ενός κινητού τη χρονική στιγμή t , αν είναι γνωστή η 
επιτάχυνσή του ( t  που, όπως γνωρί ουμε, είναι η παράγωγος της συνάρτησης  =  ( t .

—  εύρεση του πληθυσμού ( t  μιας κοινωνίας βακτηριδίων τη χρονική στιγμή t , αν 
είναι γνωστός ο ρυθμός αύ ησης (t  του πληθυσμού.

Το κοινό χαρακτηριστικό των προβλημάτων αυτών είναι ότι, δίνεται μια συνάρτηση f  και 
ητείται να βρεθεί μια άλλη συνάρτηση F  για την οποία να ισχύει F (x )  =  f ( x  σε ένα 

διάστημα . δηγούμαστε έτσι στον παρακάτω ορισμό.

Έστω f  μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα . ρ ικ  συν ρτ σ  ή παρ -
γουσα τ  f  στο ( 1 )  ονομά εται κάθε συνάρτηση F  που είναι παραγωγίσιμη στο  
και ισχύει

F (x )  =  f ( x , για κάθε x ∈ ∆ .

3
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ια παράδειγμα, η συνάρτηση F ( x )  =  x 3  είναι μια παράγουσα της  f ( x )  =  3 x 2  στο R, αφού 
( x 3  =  3 x 2 . αρατηρούμε ότι και όλες οι συναρτήσεις της μορφής G ( x )  =  x 3  +  c  =  F ( x )  
+  c , όπου c R, είναι παράγουσες της  f  στο R, αφού (x 3  +  c  =  3 x 2 . ενικά ισχύει το 
παρακάτω θεώρημα

Έστω f  μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα . Αν F  είναι μια παράγουσα της 
f  στο , τότε

 όλες οι συναρτήσεις της μορφής
G ( x )  =  F ( x )  +  c , c R,

είναι παράγουσες της  f  στο  και

 κάθε άλλη παράγουσα c R της  f  στο  παίρνει τη μορφή

G ( x )  =  F ( x )  +  c , c R.

Ο ΕΙ Η

 άθε συνάρτηση της μορφής G ( x )  =  F ( x )  +  c , όπου c R, είναι μια παράγουσα της  f  
στο , αφού

G (x )  =  ( F ( x )  +  c   F (x )  =   f ( x , για κάθε x ∈ ∆.

 Έστω G  είναι μια άλλη παράγουσα της  f  στο . Τότε για κάθε x ∈ ∆ ισχύουν F (x )  =  
f ( x  και G (x )  =  f ( x , οπότε

G (x )  =  ( x , για κάθε x ∈ ∆.

Άρα, σύμφωνα με το πόρισμα της  . , υπάρχει σταθερά c  τέτοια, ώστε

G ( x )  =  F ( x )  +  c , για κάθε x ∈ ∆. ■

 
Το σύνολο όλων των παραγουσών μιας συνάρτησης f  σ  ένα διάστημα  ονομά εται 
αόριστο ολοκλ ρ μα τ   f  στο , συμβολί εται ∫ f x dx( ) και διαβά εται ολοκλήρωμα 

εφ του x  ντε x . ηλαδή,

f x dx F x c( ) ( )= +∫ , c R,

όπου F  μια παράγουσα της  f  στο .

ια παράδειγμα,

c= +∫συνxdx ημx , αφού (ημx  =  συνx .
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Από τον τρόπο που ορίστηκε το αόριστο ολοκλήρωμα προκύπτει ότι

ια κάθε συνάρτηση  f  , παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα , ισχύει

′ = +∫ f x dx f x c( ) ( ) , c R

 διαδικασία εύρεσης του αόριστου ολοκληρώματος είναι αντίστροφη πορεία της 
παραγώγισης και λέγεται ολοκλ ρ σ .  σταθερά c  λέγεται στα ερ  ολοκλ ρ σ .
Από τον πίνακα των παραγώγων βασικών συναρτήσεων βρίσκουμε τον παρακάτω πίνακα 
αόριστων ολοκληρωμάτων.

ι τύποι του πίνακα αυτού ισχύουν σε κάθε δι στ μα στο οποίο οι παραστάσεις του x  
που εμφανί ονται έχουν νόημα.

υνέπεια του ορισμού του αόριστου ολοκληρώματος και των κανόνων παραγώγισης είναι 
οι ε ής δύο ιδιότητες

Αν οι συναρτήσεις  f   και g  έχουν παράγουσα σ  ένα διάστημα , τότε

 f x dx( ) ( )f x( ) ( )f x∫∫λ λ∫∫λ λf x ∫∫ f xλ λf xλ λ∫∫λ λf xλ λdx ∫∫ dx( ) ( )∫∫ ( ) ( )λ λ( ) ( )λ λ∫∫λ λ( ) ( )λ λf x( ) ( )f x ∫∫ f x( ) ( )f xλ λf xλ λ( ) ( )λ λf xλ λ∫∫λ λf xλ λ( ) ( )λ λf xλ λdx( ) ( )dx ∫∫ dx( ) ( )dxλ λdxλ λ( ) ( )λ λdxλ λ∫∫λ λdxλ λ( ) ( )λ λdxλ λλ λ( ) ( )λ λ=λ λ( ) ( )λ λ∫∫λ λ( ) ( )λ λ=λ λ( ) ( )λ λ , λ∈ *R*R*

 ( ( ) ( )) ( ) ( )f x( (f x( ( g x) (g x) ( dx g x( ) ( )g x( ) ( )dx+ =) (+ =) ( ))+ =))g x+ =g x) (g x) (+ =) (g x) ( dx+ =dx ∫∫ ( ) ( )∫∫ ( ) ( )f x ∫∫ f x( ) ( )f x( ) ( )∫∫ ( ) ( )f x( ) ( )dx ∫∫ dx( ) ( )dx( ) ( )∫∫ ( ) ( )dx( ) ( )( ) ( )+( ) ( )∫∫ ( ) ( )+( ) ( )∫

ύμφωνα με τους παραπάνω τύπους έχουμε για παράδειγμα

4 4 4
3

2 2
3

x dx x dx x c= = +∫∫
(3ημ 2 ) 3ημ 2x xx e dx xdx e dx− = −∫ ∫ ∫

3 ημ 2 xxdx e dx= −∫ ∫

ΠΙΝΑΚΑΣ ΑΟΡΙΣΤΩΝ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΩΝ

1. ∫ 0

dx

dx

dx

 
c= 6.

 

2. ∫1 cx += 7.

8.

 

3. ∫ x
1

 

4. 9.

5. 10.

ln | |x c= +

x dxα∫
1

1
1

x c
α

α

+

= +
+

α ≠ −

συνxdx∫ ημx c= +

ημxdx∫ συνx c= − +

2

1
συν

dx
x∫ εφx c= +

2

1
ημ

dx
x∫ σφx c= − +

xe dx∫ xe c= +

xdxα∫ ln

x

cα
α

= +
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3συν 2 xx e c= − − +

3 1 3 1x
x

dx x
x
dx

x
dx−

= − ∫∫∫

= −∫ ∫
−

3
1
2

1
2x dx x dx

Ε ΡΜΟΓΕΣ

1 . Να βρε εί συν ρτ σ   f   τ τοια  στε  γρα ικ  τ  παρ στασ  να δι ρ εται από 
το σ μείο   και να ισ ύει  f x  = x   για κ ε x R.

ΛΥΣΗ
Επειδή  f (x )  =  2 x   , έχουμε διαδοχικά

′ = −∫∫ f x dx x dx( ) ( )2 1

f x c x x c( ) + = − +1
2

2 , c c1 2, R

f x x x c c( ) = − + −2
2 1 ,  c c1 2, R

f x x x c( ) = − +2 , c R.

ια να διέρχεται η  f  από το σημείο ( ,  πρέπει και αρκεί  f (    ή, ισοδύναμα, 2  – 2 
+  c  =  , δηλαδή c  =  . Επομένως,  f ( x )  =  x 2  – x   .

2.  είσπρα  E ( x  από τ ν π λ σ  x μον δ ν ενό  προ όντο  ≤ ≤(0 100)x  μια  
βιομ ανία  μεταβ λλεται με ρυ μό E x  =   x σε ιλι δε  ευρ  αν  μον δα 
προ όντο  εν  ο ρυ μό  μεταβολ  του κόστου  παραγ γ  είναι στα ερό  και ισούται 
με  σε ιλι δε  ευρ  αν  μον δα προ όντο  Να βρε εί το κ ρδο  τ  βιομ ανία  
από τ ν παραγ γ   μον δ ν προ όντο  υπο τοντα  ότι το κ ρδο  είναι μ δ ν 
όταν  βιομ ανία δεν παρ γει προ όντα

ΛΥΣΗ
Αν P ( x  είναι το κέρδος και K ( x  είναι το κόστος παραγωγής για x  μονάδες προ όντος, τότε

P ( x )  =  E ( x )  – K ( x ,

.

22-0181-02_HR.indb   306 12/12/2013   10:53:13 πμ



3 ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 3 0 7

οπότε

( x )  =  ( x )  – ( x )  =  100 – x  – 2 =  98 – x .

ηλαδή

( x )  =  98 – x ,

οπότε

′ = −∫ ∫P x dx x dx( ) ( )98

και άρα

P x x x c( ) = − +98
2

2

, c R.

ταν η βιομηχανία δεν παράγει προ όντα, το κέρδος είναι μηδέν, δηλαδή ισχύει P ( 0 )  =  
0,οπότε c  =  0. Επομένως,

P x x x( ) = −98
2

2

.

Άρα, το κέρδος από 00 μονάδες προ όντος είναι

P ( )100 98 100 100
2

2

= ⋅ − = − =9800 5000 4800 (σε χιλιάδες ευρώ .

ΣΚΗΣΕΙΣ

 
1    α υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

   i )  3( ημ συν )x x x dx+ +∫    i i )  
2 1x x dx

x
+ +

∫  

 i i i )  3x xdx∫     i v)  x
x

dx
3 8

2
+
+∫

  v)     vi )  

vi i )  x
x

dx+
+∫

3
2

.
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   α βρείτε τη συνάρτηση  f , με πεδίο ορισμού το διάστημα ( , )0 + ∞ , για την οποία 
ισχύει

′ =f x
x

( ) 1  και  f ( 9)  =  .

   α βρείτε τη συνάρτηση  f  , για την οποία ισχύει  f  (x )  =  ,  f (  =   και  f ( 0 )  =  .

   α βρείτε τη συνάρτηση f , για την οποία ισχύει  f  (x )  =  12 x 2    και η γραφική 
της παράσταση στο σημείο της ( ,  έχει κλίση .

    πληθυσμός ( t , σε εκατομμύρια, μιας κοινωνίας βακτηριδίων, αυ άνεται με 

ρυθμό ′ =N t et( ) /1
20

20 ανά λεπτό. α βρείτε την αύ ηση του πληθυσμού στα 

πρώτα 0 λεπτά.

   Μια βιομηχανία έχει διαπιστώσει ότι για εβδομαδιαία παραγωγή x  ε αρτημάτων 
έχει οριακό κόστος x 2  +  5 x  (ευρώ ανά μονάδα προ όντος . α βρείτε τη συνάρτηση 
κόστους της εβδομαδιαίας παραγωγής, αν είναι γνωστό ότι τα σταθερά εβδομαδιαία 
έ οδα της βιομηχανίας, όταν δεν παράγει κανένα ε άρτημα, είναι 00 (ευρώ .

   Μια νέα γεώτρηση ε ώρυ ης πετρελαίου έχει ρυθμό άντλησης που δίνεται από τον 

τύπο ′ = + −R t t t( ) 20 10 3
4

2 , όπου R ( t  είναι ο αριθμός, σε χιλιάδες, των βαρελιών 

που αντλήθηκαν στους t  πρώτους μήνες λειτουργίας της. α βρείτε πόσα βαρέλια 
θα έχουν αντληθεί τους  πρώτους μήνες λειτουργίας της.

 

    θερμοκρασία  ενός σώματος, που περιβάλλεται από ένα ψυκτικό υγρό, 
ελαττώνεται με ρυθμό  α – k t , όπου α,  είναι θετικές σταθερές και t  ο χρόνος. 

 αρχική θερμοκρασία T (0  του σώματος είναι T 0  +  α, όπου T 0  η θερμοκρασία 
του υγρού η οποία με κατάλληλο μηχάνημα διατηρείται σταθερή. α βρείτε τη 
θερμοκρασία του σώματος τη χρονική στιγμή t .

   Ένας βιομήχανος, ο οποίος επενδύει x  χιλιάδες ευρώ στη βελτίωση της παραγωγής 
του εργοστασίου του, αναμένει να έχει κέρδος P ( x  χιλιάδες ευρώ από αυτή την 
επένδυση. Μια ανάλυση της παραγωγής έδει ε ότι ο ρυθμός μεταβολής του κέρδους 
P ( x , που οφείλεται στην επένδυση αυτή, δίνεται από τον τύπο ( x   , – x / 2 0 0 0 . α 
βρείτε το συνολικό κέρδος που οφείλεται σε αύ ηση της επένδυσης από .000.000 
ευρώ σε .000.000 ευρώ.

   Από την πώληση ενός νέου προ όντος μιας εταιρείας διαπιστώθηκε ότι ο ρυθμός 
μεταβολής του κόστους K ( t  δίνεται από τον τύπο ( t   00  0, t  (σε ευρώ την 
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ημέρα , ενώ ο ρυθμός μεταβολής της είσπρα ης E ( t  στο τέλος των t  ημερών δίνεται 
από τον τύπο E ( t   000  0, t  (σε ευρώ την ημέρα . α βρείτε το συνολικό 
κέρδος της εταιρείας από την τρίτη έως και την έκτη ημέρα παραγωγής.

   Έστω  f , g  δύο συναρτήσεις με  f ( 0)  =  g (0 ,  f ( 1)  =  g (    και  f  ( x )  =  g ( x  για 
κάθε x R. α αποδεί ετε ότι

 i )    f ( x )  =  g ( x )  +  x , για κάθε x R.

   Αν η συνάρτηση g  έχει δύο ρί ες α, β με α  <  0  <  β, τότε η συνάρτηση  f   έχει 
μια τουλάχιστον, ρί α στο (α, β .

3 . 2  Ο ΟΙ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ

 πίνακας των αόριστων ολοκληρωμάτων, που δώσαμε παραπάνω, δεν είναι αρκετός για να 
υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα μίας οποιασδήποτε συνάρτησης, όπως π.χ. τα ολοκληρώματα 

2 12x x dx+∫  και xxe dx∫ . ε τέτοιες περιπτώσεις ο υπολογισμός γίνεται απλούστερος με 
τη βοήθεια των παρακάτω μεθόδων ολοκλήρωσης.

Μ    
 μέθοδος αυτή εκφρά εται με τον τύπο

f x g x dx f x g x f x g x dx( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ = − ′∫∫
που είναι συνέπεια του κανόνα παραγώγισης του γινομένου δύο παραγωγίσιμων συναρτήσεων 
f , g  σε ένα διάστημα .

ράγματι, για κάθε x ∈ ∆, έχουμε

( f ( x ) g ( x   f  (x ) g ( x )  +   f  ( x ) g (x ,

οπότε
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f ( x ) g (x )  =  ( f ( x ) g ( x   f  (x ) g ( x .

Επομένως
f x g x dx f x g x dx f x g x dx( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )′ = ′ − ′∫∫∫

ή, ισοδύναμα,

f x g x dx f x g x c f x g x dx( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ = + − ′∫∫ .                                 (

Επειδή το ολοκλήρωμα του δεύτερου μέλους της (  περιέχει μια σταθερά ολοκλήρωσης, 
το c  μπορεί να παραλειφθεί, οπότε έχουμε τον παραπάνω τύπο. ■

 παραπάνω τύπος χρησιμοποιείται για τον υπολογισμό ολοκληρωμάτων με την προ πόθεση 
ότι το ολοκλήρωμα του β  μέλους υπολογί εται ευκολότερα.

ια παράδειγμα, ας υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα xxe dx∫ . Έχουμε

xe dx x e dx xe e dx xe e cx x x x x x= ′ = − = − +∫∫∫ ( ) .

Αν, τώρα, δοκιμάσουμε να υπολογίσουμε το παραπάνω ολοκλήρωμα, αλλά οντας τους 
ρόλους των x  και x , βρίσκουμε

xe dx x e dx x e x e dxx x x x=










′
= − ∫∫∫

2 2 2

2 2 2
.

Το τελευταίο, όμως, ολοκλήρωμα είναι πιο σύνθετο από το αρχικό.

Ε ΡΜΟΓΕΣ
1.  Να υπολογιστούν τα ολοκλ ρ ματα

   ∫ xx e dx2      ∫ x xdxημ2  

 ∫ x xdx3(4 1)ln+     ∫ x xdxe ημ2 .

ΛΥΣΗ

 Έχουμε

x e dx x e dx x e x e dx x e xe dxx x x x x x2 2 2 2 2 2= ′ = − ′ = − ∫∫∫∫ ( ) ( )

= − ′ = − + ∫∫x e x e dx x e xe e dxx x x x x2 22 2 2( )

= − + +x e xe e cx x x2 2 2 .
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Με τον ίδιο τρόπο υπολογί ουμε ολοκληρώματα της μορφής

P x e dxx( ) α∫

όπου P ( x  πολυώνυμο του x  και α ∈ *R .

 Έχουμε

.

Με τον ίδιο τρόπο υπολογί ουμε ολοκληρώματα της μορφής

( )ημ( )P x x dx,α∫
         

( )συν( )P x x dxα∫

όπου P ( x  πολυώνυμο του x  και α ∈ *R .

 Έχουμε

( ) ln ( ) ln ( ) ln ( )4 1 13 4 4 4x xdx x x xdx x x x x x
x
dx+ = + ′ = + − +∫∫∫

= + − + = + − − +∫( ) ln ( ) ( ) lnx x x x dx x x x x x c4 3 4
4

1
4

.

Με τον ίδιο τρόπο υπολογί ουμε ολοκληρώματα της μορφής

P x x dx( ) ln ,( )α∫
όπου P ( x  πολυώνυμο του x  και α ∈ *R .

 έτουμε ημ(2 )xI e x dx= ∫ , οπότε έχουμε

( ) ημ(2 ) ημ(2 ) 2 συν(2 )x x xI e x dx e x e x dx′= = −∫ ∫
ημ(2 ) 2 ( ) συν(2 )x xe x e x dx′= − ∫
ημ(2 ) 2 συν(2 ) 4 ημ2x x xe x e x e xdx= − − ∫
ημ(2 ) 2 συν(2 ) 4x xe x e x I= − − .

Επομένως, 

15 ημ(2 ) 2 συν(2 )x xI e x e x c= − + ,

οπότε

.
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Με τον ίδιο τρόπο υπολογί ουμε ολοκληρώματα της μορφής

ημ( )xe x dx,α β∫           
συν( )xe x dxα β∫

όπου α β, *∈ R .

2.  πλ υσμό  P ( t  ≤ ≤t0 20  μια  πόλ  που προ κυ ε από συγ νευσ   κοι-
νοτ τ ν  αυ νεται με ρυ μό σε τομα αν  το  που δίνεται από τον τύπο P t  = 
t e t  ≤ ≤t0 20  όπου t  είναι ο αρι μό  τ ν ετ ν μετ  τ  συγ νευσ  Να βρε εί ο 
πλ υσμό  P ( t )  τ  πόλ  t  ρόνια μετ  τ  συγ νευσ  αν γν ρί ουμε ότι ο πλ υσμό  

ταν  κ τοικοι κατ  τ  στιγμ  τ  συγ νευσ

ΛΥΣΗ

Έχουμε
/10( ) tP t dt te dt′ =∫ ∫

/1010 ( )te tdt′= ∫
/10 /1010 10t te t e dt= ⋅ − ∫

= − +10 10010 10te e ct t/ / ,

οπότε
P ( t )  =  10 t / 10  – 100 t / 10  +  c , για κάποιο c ∈ R.

ταν t   0, ο πληθυσμός είναι 0000. υνεπώς

P e e c c( )0 10000 10 0 100 10000 101000 0= ⇔ ⋅ − + = ⇔ = .

Άρα, ο πληθυσμός της πόλης, t  χρόνια μετά τη συγχώνευση, είναι

P ( t )  =  10 t / 10  – 100 t / 10   0 00.

Ο   
Με τη μέθοδο αυτή υπολογί ουμε ολοκληρώματα που έχουν ή μπορούν να πάρουν τη 
μορφή f g x g x dx( ( )) ( )′∫ .  μέθοδος ολοκλήρωσης με αντικατάσταση εκφρά εται με τον 

ακόλουθο τύπο

f g x g x dx fx dx fx d u duu duu d( (f g( (f g ))x g))x g ( )x d( )x d ( )u d( )u d′ x f=x f∫x f∫x f∫ ,

όπου u gu gu g( )x( )x  και du g x dx= ′( )g x( )g x

 παραπάνω τύπος χρησιμοποιείται με την προ πόθεση ότι το ολοκλήρωμα ( )f u du∫  του 
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δευτέρου μέλους υπολογί εται ευκολότερα.

 απόδει η του τύπου αυτού στηρί εται στο γνωστό κανόνα παραγώγισης σύνθετης 
συνάρτησης. ράγματι, αν F  είναι μια παράγουσα της  f  , τότε

F (u )  =  f ( u ,                                                              (

οπότε
F (g ( x ) )  =  f ( g ( x ) )

και άρα

f g x g x dx F g x g x dx( ( )) ( ) ( ( )) ( )′ = ′ ′∫∫  

= ′∫ ( ( ( )))F g x dx      ( αφού (F ( g ( x ) ) '  =  ( g ( x ) ) ( x ) )

= +F g x c( ( ))

= +F u c( ) ,                (όπου u  =  g ( x ) )

= ∫ f u du( )                (λόγω της (  ■

ια παράδειγμα, ας υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα 2 12x x dx+∫ . έτουμε u  =  x 2    και 
du  =  ( x 2   dx  =  2 x dx , οπότε το ολοκλήρωμα γράφεται

2 12x x x∫ + =d udu∫

= ∫u du1 2/

= +
2
3

3 2u c/

= + +
2
3

12 3 2( ) /x c

= + +
2
3

12 3( )x c.

Ε ΡΜΟΓ Σ
1.  Να υπολογισ ούν τα ολοκλ ρ ματα

  
( )∫

x

x

e dx
e 21 +

   ∫ xdxεφ .

22-0181-02_HR.indb   313 12/12/2013   10:53:33 πμ



3 14  3 ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

ΛΥΣΗ

  έτουμε u  =  1 +  x , οπότε du  =  ( 1 +  x dx  =  x dx . Επομένως,

  Έχουμε εφxdx =∫ ημ
συν

x dx
x∫ . Επομένως, αν θέσουμε u   συν x , οπότε d u   (συν x d x  

=   ημx dx , έχουμε

εφxdx =∫ .

2. Να υπολογισ ούν τα ολοκλ ρ ματα

           
−∫ dx

x
1

1 2
           x x dx( 1)2 99−∫ .

ΛΥΣΗ

  έτουμε u x= +2
6
π , οπότε du x dx dx= +







′

=2
6

2π .

Επομένως,

    

.

  έτουμε u  =  1 – 2 x , οπότε du  =  ( 1 – 2 x d x  =  – 2 dx .

Επομένως,

1
1 2

1
2

1 1
2−

= − = − +∫∫ x
dx

u
du u cln | | = − − +

1
2

1 2ln | |x c.

 έτουμε u  =  x 2   , οπότε du  =  2 x dx . Άρα

 Να υπολογισ ούν τα ολοκλ ρ ματα

                 .

x x xdx u u ccdu
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ΛΥΣΗ

  συνάρτηση f x x
x x

( ) =
+

− +
2 1

5 62
 έχει πεδίο ορισμού το R { , }2 3  και γράφεται

f x x
x x

( )
( )( )

=
+

− −
2 1
2 3

.

Ανα ητούμε πραγματικούς αριθμούς ,  έτσι, ώστε να ισχύει

2 1
2 3 2 3
x

x x
A

x
B

x
+

− −
=

−
+

−( )( )
, για κάθε x ∈ −{ , }2 3R .

Με απαλοιφή παρονομαστών έχουμε τελικά
(  +    2) x  =  3  +  2   , για κάθε x ∈ −{ , }2 3R .

 τελευταία ισότητα ισχύει για κάθε x ∈ −{ , }2 3R , αν και μόνο αν

 ή, ισοδύναμα, 
A
B =





5
7

.

Επομένως,

= − − + − +5 2 7 3ln | | ln | |x x c.

Με τον ίδιο τρόπο εργα όμαστε για τον υπολογισμό ολοκληρωμάτων της μορφής

2 dx
x x

κ λxκ λx
α β2α β2x xα βx x γ

κ λ+κ λ
+ +x x+ +x xα β+ +α βx xα βx x+ +x xα βx x∫ , με  β 2  – 4 α  >  0

 Αν εκτελέσουμε τη διαίρεση του πολυωνύμου x 2  –  3 x    με το πολυώνυμο x 2  –  5 x  
 , βρίσκουμε ότι

x x
x x

x
x x

2

2 2

3 7
5 6

1 2 1
5 6

− +
− +

= +
+

− +
.

Επομένως,

               

2

2

3 7
5 6

x x dx
x x

− +
=

− +∫ 1dx∫ 2

2 1
5 6

x dx
x x

+
+

− +∫
= − − + − +x x x c5 2 7 3ln | | ln | |                       (λόγω του ( .

Με τον ίδιο τρόπο υπολογί ουμε ολοκληρώματα της μορφής

2

( )P x dx
x xα β γ+ +∫ ,

όπου P ( x  πολυώνυμο του x  βαθμού μεγαλύτερου ή ίσου του  και β 2  – 4 α  > 0.
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ΣΚΗΣΕΙΣ

 

   α υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

i )  2 xx e dx−∫   i i )  ( )3 2 12 2x x e dxx− +∫   i i i )  

i v)  22 ημ2x xdx∫   v)  4 συν2x xdx∫    vi )  lnxdx∫ ,

vi i )  2

ln x
x∫ dx   vi i i )  συν2xe xdx∫    i x)  ημxe xdx∫

   α υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

  i )  ημ3xdx∫    i i )  ( ) ( )4 16 7 22 3x x x dx− + −∫

i i i )  x
x x

dx+
+∫

3
62 4( )

  i v)  x
x

dx
2

32 +∫
 v)  x x dx+∫ 1 .

 α υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

i )  ημx xe e dx∫     i i )  e
e

dx
x

x +∫ 1
   i i i )  

1
x x

dx
ln∫

i v)    v)  2

1ημ
x dx

x

 
 
 ∫ .

 

   α υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

i )  2

ημ2
1 συν

x dx
x+∫   i i )  εφ ln(συν )x x dx⋅∫   i i i )  ημσυν xx e dx⋅∫ .
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   α υπολογίσετε τα ολοκληρώματα 

i) ∫ ⋅
+ dx

xx
x

43

3 11    ii) ∫ +
dx

x

x

12
    iii) ∫ + dxxx )1ln( 2 .  

   α υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

i) ∫ dxxx 22 ln  ii) dtt∫ 2)(ln  iii) ∫ dxee xx συν2 .  

   α υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

i) ∫ xdxεφ και

και

και

  ∫ dx
x

x
2συν

 

ii) ∫ dx
x
x

2ημ
συν   ∫ + dx

x
x

2ημ
συν1  

iii) ∫ xdx3ημ   ∫ xdx3συν . 

   Με τη βοήθεια των τύπων

2 1 συν2ημ
2

αα −
=  και 2 1 συν2συν

2
αα +

=

να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

i) ∫ xdx2ημ     ii) ∫ xdx2συν  iii) ∫ xdxx 22 συνημ .

   Με τη βοήθεια των τύπων
)(ημ)(ημσυνημ2 βαβαβα ++−= ,  

)(συν)(συνσυνσυν2 βαβαβα ++−=  

)(συν)(συνημημ2 βαβαβα +−−=  

να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

i) ∫ xdxx 2συνημ  ii) xdxx 5συν3συν            iii) ∫ xdxx 4ημ2ημ  

   α υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

i) ∫ +−
− dx
xx

x
23

32
2

 ii) ∫ +−
+ dx
xx

x
23

23
2  

iii) ∫ ++
− dx

xx
xx

23
2

2

3

 iv) ∫ −
dx

x 1
2

2
.  

22-0181-02_HR.indb   317 12/12/2013   10:53:47 πμ



3 18  3 ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

3 . 3   Ι ΟΡΙΚΕΣ Ε ΙΣΩΣΕΙΣ

Γ
το προηγούμενο κεφάλαιο είδαμε ότι, όταν γνωρί ουμε τη συνάρτηση θέσης y  =  S ( t )  

ενός κινητού, μπορούμε να βρούμε την ταχύτητα και την επιτάχυνση του κινητού. ολλές 
φορές, όμως, είναι γνωστή η ταχύτητα  =  ( t  ή η επιτάχυνση α =  α( t  του κινητού και 
ητείται η θέση του. ια παράδειγμα

— Αν ένα κινητό κινείται ευθυγράμμως με σταθερή ταχύτητα c , για να προσδιορίσουμε 
τη θέση του y  =  S ( t , αρκεί να λύσουμε ως προς y  την ε ίσωση

y   c .                                                                      (

— Αν σε ένα σώμα μά ας m  ασκείται δύναμη F  =  F ( t , τότε το σώμα κινείται με επιτάχυν-
ση α =  α( t  η οποία, σύμφωνα με το ο νόμο της μηχανικής, δίνεται από τον τύπο F  =  α 
ή, ισοδύναμα, F  =  m y , όπου y  =  S ( t  η συνάρτηση θέσης του σώματος. Επομένως, για να 
προσδιορίσουμε τη θέση y  =  S ( t  του σώματος, αρκεί να λύσουμε την ε ίσωση

m ·y   F .                                                                   (

Ε ισώσεις όπως οι (  και (  λέγονται δια ορικ  ε ισ σει . ενικά,

ια ορικ  ε ίσ σ  λέγεται κάθε ε ίσωση που περιέχει τη μεταβλητή x , μια άγνω-
στη συνάρτηση y  =  f ( x  και κάποιες από τις παραγώγους της y , y , .

ια παράδειγμα, οι ε ισώσεις

y  =  2 x , y  =  2 y , y   y  =  0

είναι διαφορικές ε ισώσεις.

 μεγαλύτερη από τις τά εις των παραγώγων που εμφανί ονται στην ε ίσωση ονομά ε-
ται τ  της διαφορικής ε ίσωσης. Έτσι οι ε ισώσεις y   x  και y  =  2 y  είναι διαφορικές 
ε ισώσεις πρώτης τά εως, ενώ η  y   y  =  0 είναι δευτέρας τά εως.

άθε συνάρτηση y  =  f ( x  που επαληθεύει τη διαφορική ε ίσωση λέγεται λύσ  της ε ί-
σωσης.

ια παράδειγμα, η συνάρτηση y  =  x 2  είναι μια λύση της διαφορικής ε ίσωσης y   x , 
αφού y   (x 2   x .
Το σύνολο όλων των λύσεων μιας διαφορικής ε ίσωσης λέγεται γενικ  λύσ  της ε ίσω-
σης.
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ια παράδειγμα, η γενική λύση της ε ίσωσης y  =  2 x  είναι η y  =  x 2  +  c , c R. υχνά 
ητάμε εκείνη τη λύση  y  =  f ( x  της διαφορικής ε ίσωσης που ικανοποιεί μια αρ ικ  

συν κ  y 0  =   f ( x 0 . ια να βρούμε τη λύση αυτή, βρίσκουμε πρώτα τη γενική λύση της 
ε ίσωσης και με τη βοήθεια της αρχικής συνθήκης προσδιορί ουμε τη ητούμενη λύση. 

ια παράδειγμα, η λύση y  =  f ( x  της διαφορικής ε ίσωσης y  =  2 x , που ικανοποιεί την 
αρχική συνθήκη  f ( 1)  =  , είναι η συνάρτηση y  =  x 2   , αφού από τη γενική λύση y  =  x 2  
+  c , για x  =   και y  =   είναι c  =  .

τη συνέχεια θα ασχοληθούμε μόνο με δυο ειδικές μορφές διαφορικών ε ισώσεων πρώ-
της τά εως

 Τις ε ισώσεις με χωρι όμενες μεταβλητές και

 Τις γραμμικές διαφορικές ε ισώσεις πρώτης τά εως.

    
Έχει αποδειχτεί πειραματικά, ότι ο ρυθμός μεταβολής, ως προς το χρόνο, του πληθυσμού 
y  =  P ( t  μιας κοινωνίας, η οποία δεν επηρεά εται από ε ωτερικούς παράγοντες, είναι 
ανάλογος του πληθυσμού. ηλαδή, ισχύει

P (t )  =  α ( t ,

όπου α θετική σταθερά.
Αν ο αρχικός πληθυσμός της κοινωνίας είναι P 0 , δηλαδή P ( 0)  =  P 0 , για να βρούμε τον 
πληθυσμό P ( t  ύστερα από χρόνο t , θα λύσουμε την παραπάνω διαφορική ε ίσωση.

Επειδή y  =  P ( t  > 0, η ε ίσωση γράφεται
′

=
P t
P t

( )
( )

α ,

οπότε ολοκληρώνοντας και τα δυο μέλη της, έχουμε διαδοχικά

Επειδή P ( 0)  =  P 0 , είναι c  =  P 0 , οπότε

∫ ′
dt

tP
tP
)(
)(

∫= dtα  

1)(ln ctαtP += .  

1)( ctαetP += ,

tαcetP =)( , με 1cec = .  

P(t) = P0eαt. 
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 παραπάνω διαφορική ε ίσωση λέγεται διαφορική ε ίσωση με ρι όμενε  μεταβλ -
τ . ενικά,

ια ορικ  ε ίσ σ  με ρι όμενε  μεταβλ τ  λέγεται κάθε ε ίσωση της μορ-
φής

α( y )  ·  y   β( x                                                     ( , 

όπου y  =  f ( x  η άγνωστη συνάρτηση, α( y  συνάρτηση του y  και β( x  συνάρτηση 
του x .

ια να λύσουμε την ε ίσωση αυτή ολοκληρώνουμε και τα δύο μέλη της ως προς x .
Έχουμε

( ) ( )y y dx x dxα β′ =∫ ∫ .

Επειδή y  =  f ( x , είναι dy  =   f (x ) dx  =  d , οπότε έχουμε

( ) ( )=∫ ∫α y dy β x dx.                                                 (

Αν ( y  είναι μια παράγουσα α( y  και ( x  μια παράγουσα της β( x , τότε η (  γράφεται

( y ) ( x )  +  c , c R.                                              (

Από την τελευταία ε ίσωση προσδιορί ουμε τη γενική λύση της διαφορικής ε ίσωσης.

 ισότητα (  μας επιτρέπει να γράφουμε τη διαφορική ε ίσωση (  στην άτυπη  μορφή 
της

α( y ) dy  =  β( x ) dx

και να ολοκληρώνουμε τα μέλη της, το μεν πρώτο μέλος της ως προς y , το δε δεύτερο 
μέλος της ως προς x .

Ε ΡΜΟΓ
Να λυ ούν οι δια ορικ  ε ισ σει

   y  xy  =   x 0≠  και y  

  y  = xy2   y 0≠

 x + yy  =    y  
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ΛΥΣΗ

    ε καθένα από τα διαστήματα ( , )−∞ 0  και ( , )0 + ∞ , η ε ίσωση γράφεται

1 2
y
y

x
′ =

1 2
y
dy
dx x

,

1 2
y
dy

x
dx.

1 2dy dx
y x

=∫ ∫
ln ln | |y x c= +2 0 = +ln x c2

0, c0 ∈ R  

, c  > 0.

Άρα, σε καθένα από τα διαστήματα ( , )−∞ 0  και ( , )0 + ∞  είναι y  =  c x 2 , όπου c  >  0 

   ε ίσωση γράφεται

dy
dx

xy2 2

dy
y

xdx2 2 .

2

dy
y

=∫ 2xdx∫

− = +
1 2

y
x c

Άρα, y
x c

= −
+
1

2
, όπου c ∈R ( χ. .

  ε ίσωση γράφεται διαδοχικά

x y dy
dx

+ = 0

ydy xdx= −

ydy xdx= −∫ ∫
y x c

2 2

12 2
= − +

x y c2 2+ = , c  >  0

Άρα, y c x= − 2 , όπου c  > 0 ( χ. .
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Γ     
Από τη υσική γνωρί ουμε ότι στο διπλανό κύκλω-
μα ισχύει ο κανόνας του . ηλαδή, 

L dI t
dt

R I t V t⋅ + ⋅ =
( ) ( ) ( ).

                     
( 1)

ια να προσδιορίσουμε την ένταση, I ( t , του ρεύμα-
τος που διαρρέει το κύκλωμα, είναι ανάγκη να λύ-
σουμε τη διαφορική ε ίσωση ( .  ε ίσωση αυτή 
λέγεται γραμμική διαφορική ε ίσωση πρώτης τά ε-
ως. ενικά

ραμμικ  δια ορικ  ε ίσ σ  πρ τ  τ ε  λέγεται κάθε ε ίσωση της μορφής

y   α( x ) y  =  β( x ,

όπου y  =  f ( x  είναι η άγνωστη συνάρτηση και α( x , β( x  συναρτήσεις του x .

ια την επίλυση της ε ίσωσης αυτής

— Ανα ητούμε μια παράγουσα ( x  της συνάρτησης α( x  και έπειτα

— ολλαπλασιά ουμε τα μέλη της ε ίσωσης με ( x ) .

Έτσι, έχουμε διαδοχικά

y ( x )  +  α( x ) ( x ) · y  =  β( x ) ( x )

y ( x )  +  ( x ) ( x ) · y  =  β( x ) ( x )

y ( x )  +  ( ( x ) · y  =  β( x ) ( x )

( ( x )   β( x ) ( x )

( ) ( )( ) ( )A x A xye dx x e dxβ′ =∫ ∫
( x )  =  ( x )  +  c ,

όπου ( x  μια παράγουσα της β( x ) ( x ) .

Ε ΡΜΟΓ
1 . Να λυ εί  δια ορικ  ε ίσ σ

y  + y = .
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ΛΥΣΗ

Επειδή μια παράγουσα της α( x    είναι η ( x )  =  2 x , πολλαπλασιά ουμε και τα δυο μέλη 
της ε ίσωσης με 2 x . Έτσι, έχουμε διαδοχικά

2 x  +  2 2 x y  =  2 2 x

( 2 x   ( 2 x

2 x  =  2 x  +  c

y  =  1 +  – 2 x , c R.

ΣΚΗΣΕΙΣ

 

   α λύσετε τις διαφορικές ε ισώσεις

  i )  y  =  –4 x y 2 , y  >  0   i i )  y y  =  x , y  >  0

i i i )  1 2
xy

y′ =    i v)  y  =  – y συνx .

   α λύσετε τις διαφορικές ε ισώσεις

  i )  y   y  =  3   i i )  y   y  =  – x

i i i )  y   y  =  2 x    i v)  y   x y  =  x .

   α βρείτε τη λύση της διαφορικής ε ίσωσης y  =  2 x 2 y 2 , y   0, της οποίας η γρα-
φική παράσταση διέρχεται από το σημείο (0, .

   α βρείτε τη λύση της διαφορικής ε ίσωσης y  =  2 – 3 y  που ικανοποιεί τη συν-
θήκη y (0   .

   α λύσετε τις διαφορικές ε ισώσεις

  i ) , αν y ( 0)  =  – 3

i i )   ( x  +  1) y   y  =  l n x , αν  y ( 1)  =  0.
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    ένταση του ηλεκτρικού ρεύματος  σε ένα ηλεκτρικό κύκλωμα ικανοποιεί την 

ε ίσωση ημdI I t
dt

+ = . Αν I (0   0, να βρείτε την ένταση I ( t .

   α βρείτε τη λύση της διαφορικής ε ίσωσης ye y ey x2 2′ = , η οποία διέρχεται από 
το σημείο ( , .

   α λύσετε τη διαφορική ε ίσωση ′ − =y
x
y x1 , x  > 0.

    κλίση της εφαπτομένης μιας γραμμής (C  με ε ίσωση y  =  y ( x , y  > 0 στο ση-
μείο M ( x , y  είναι ίση με x y . α βρείτε την ε ίσωση της (C , αν είναι γνωστό ότι 
διέρχεται από το σημείο (0, .

   Έστω α β λ, , ∈R σταθερές, με α >   > 0.

  α λύσετε την ε ίσωση y   α  =  β – .

 Αν y  =  y ( t  είναι μια λύση της ε ίσωσης, να αποδεί ετε ότι ισχύει lim ( ) .
t

y t
→+∞

= 0

   Έχει αποδειχτεί πειραματικά ότι ο ρυθμός μεταβολής της θερμοκρασίας θ ενός 
σώματος, όταν αυτό βρεθεί σε περιβάλλον σταθερής θερμοκρασίας  με θ >  T , 
είναι

d
dt

kθ
θ= − −( )Τ , k  > 0.

α βρείτε τη θερμοκρασία θ( t , αν θ( 0)  =  θ 0 .

    πληθυσμός P  =  P ( t  μιας χώρας μεταναστεύει με σταθερό ρυθμό m  > 0. 
ίνεται ότι ο ρυθμός αύ ησης του πληθυσμού , αν δεν υπήρχε η μετανάστευ-

ση, θα ήταν ανάλογος του .

     α δικαιολογήσετε ότι ο πληθυσμός  ικανοποιεί την ε ίσωση P   k P  – m , 
k  > 0 σταθερά.

    α βρείτε τη συνάρτηση P  =  P ( t , αν P ( 0)  =  P 0

   α αποδεί ετε ότι

— Αν m  <  k P 0 , τότε ο πληθυσμός αυ άνεται.
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— Αν m  >  k P 0 , τότε ο πληθυσμός μειώνεται.

— Αν m  =  k P 0 , τότε ο πληθυσμός παραμένει σταθερός.

   Έστω y  =  y ( t  το ύψος και V  =  V ( t  ο όγκος του νερού μιας δε αμενής τη χρονική 
στιγμή t .  δε αμενή αδειά ει από μια κυκλική οπή εμβαδού α που βρίσκεται 
στον πυθμένα της. ύμφωνα με το νόμο του  ο ρυθμός μεταβολής του 
όγκου του νερού είναι 

dV
dt

gy= −α 2 , g  =  10 m / s 2 .

    Αν η δε αμενή είναι κυλινδρική με ύψος ,  , 
ακτίνα   και η ακτίνα της οπής είναι 0,  , να 
αποδεί ετε ότι το y  ικανοποιεί την ε ίσωση

′ = −y y5
50

     α βρείτε το ύψος y ( t , αν είναι γνωστό ότι τη 
χρονική στιγμή t   0 η δε αμενή ήταν γεμάτη.

   όσος χρόνος θα χρειαστεί για να αδειάσει τελείως η δε αμενή  ( ίνεται ότι 
ο όγκος του κυλίνδρου είναι V  =  π 2 .

   Ένας βηματοδότης αποτε-
λείται από μια μπαταρία και 
έναν πυκνωτή, ενώ η καρ-
διά παί ει το ρόλο της αντί-
στασης, όπως φαίνεται στο 
σχήμα. ταν ο διακόπτης 
S  βρίσκεται στη θέση , ο 
πυκνωτής φορτί εται ενώ, 
όταν βρίσκεται στη θέση Q , 
ο πυκνωτής εκφορτί εται και 
προκαλεί ηλεκτρικό ερέθι-
σμα στην καρδιά. ατά τη δι-
άρκεια αυτή στην καρδιά εφαρμό εται ηλεκτρεγερτική δύναμη Ε που ικανοποιεί 
την ε ίσωση

dE
dt RC

E= −
1 , t 1 <  t  <  t 2 .

όπου R , C  σταθερές. α βρείτε την E ( t , αν E ( t 1)  =  E 0 .

Αν η δε αμενή είναι κυλινδρική με ύψος ,  , 
ακτίνα   και η ακτίνα της οπής είναι 0,  , να 

, αν είναι γνωστό ότι τη 
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   ύμφωνα με τον κανόνα του  για το 
κύκλωμα του διπλανού σχήματος ισχύει

L dI
dt

RI E t+ =RI+ =RI ( )E t( )E t .

    Αν R  =  12 , L  =  4 H , E   0 V , 

α    να βρείτε την ένταση I ( t  του ρεύμα-
τος, t   μετά το κλείσιμο του κυκλώματος.

β    να βρείτε το lim ( )
t

I tm (I tm (
→+∞

. Τι συμπεραίνετε

   Αν στο κύκλωμα αντί για μπαταρία που δίνει σταθερή ηλεκτρεγερτική 
δύναμη Ε χρησιμοποιήσουμε μια γεννήτρια που δίνει E ( t   0ημ t , να 
βρείτε την ένταση I ( t .

3.4  ΟΡΙΣΜΕ Ο ΟΛΟΚΛΗΡΩΜ  

Ε   
Έστω ότι θέλουμε να βρούμε το εμβαδόν του χωρίου  που περικλείεται από τη γραφική 
παράσταση της συνάρτησης  f ( x )  =  x 2 , τον ά ονα των x  και τις ευθείες x  =  0 και x  =  1 
( αραβολικό χωρίο χ. . 

Μια μέθοδος να προσεγγίσουμε το ητούμενο εμβαδόν είναι η ε ής  

ωρί ουμε το διάστημα 0,  σε  ισομήκη υποδιαστήματα, μήκους ∆ x =
1
ν

, με άκρα 
τα σημεία
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  χηματί ουμε τα ορθογώνια με βάσεις τα υποδιαστήματα αυτά και ύψη την ελάχιστη 
τιμή της  f  σε καθένα από αυτά. ( χ. . Μια προσέγγιση του εμβαδού που ητάμε είναι 
το άθροισμα, , των εμβαδών των παραπάνω ορθογωνίων. ηλαδή, το

 Αν, τώρα, σχηματίσουμε τα ορθογώνια με βά-
σεις τα παραπάνω υποδιαστήματα και ύψη την μέ-
γιστη τιμή της  f  σε καθένα απ  αυτά ( χ. , τότε 
το άθροισμα

Εν ν ν ν ν
ν
ν ν

= 





 + 






 + + 






f f f1 1 2 1 1



των εμβαδών των ορθογωνίων αυτών είναι μια 
ακόμη προσέγγιση του ητούμενου εμβαδού. Είναι 
όμως,

Εν ν ν ν ν
ν
ν ν

= 





 + 






 + + 






 ⋅f f f1 1 2 1 1



= 





 + 






 + + 




















1 1 22 2 2

ν ν ν
ν
ν



= + + +
1 1 23

2 2 2

ν
ν( ) =

+ +
=

+ +1 1 2 1
6

2 3 1
63

2

2ν
ν ν ν ν ν

ν
( )( ) .

ν ν
ν

ν

x0 =  ,  1
10 x = ν , 2

2x = ν , ………….…., 1
1x ν−

ν −
=

ν
, 
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Το ητούμενο, όμως, εμβαδόν Ε βρίσκεται μετα ύ των  και Ε . ηλαδή ισχύει 
εν ν≤ ≤Ε Ε , οπότε

lim lim
ν ν ν νε

→∞ →∞
≤ ≤Ε Ε .

Επειδή lim lim
ν ν ν νε

→∞ →∞
= =Ε

1
3

, έχουμε Ε =
1
3

.

Αν, τώρα, σχηματίσουμε τα ορθογώνια 
με βάσεις τα παραπάνω υποδιαστήματα 
x – 1, x ,   , , ,  και ύψη την τιμή 

της συνάρτησης σε οποιοδήποτε ενδιάμεσο 
σημείο ,   , , , , , , καθενός δι-
αστήματος, ( χ. , τότε το άθροισμα

S f f fν νν
ξ

ν
ξ

ν
ξ= + + +

1 1 1
1 2( ) ( ) ( )

των εμβαδών των ορθογωνίων αυτών είναι 
μια ακόμη προσέγγιση του ητούμενου εμ-
βαδού. Επειδή f x f f x( ) ( ) ( )κ κ κξ− ≤ ≤1  για 
  , , , , θα είναι

1 1 1
1ν ν

ξ
νκ κ κf x f f x( ) ( ) ( )− ≤ ≤ ,

οπότε θα ισχύει

εν ν ν≤ ≤S Ε .

Είναι όμως, lim lim
ν ν ν νε

→∞ →+∞
= =E Ε . Άρα θα ισχύει lim

ν ν Ε
→∞

=S .

Ο  

Έστω f  μια συνεχής συνάρτηση σε ένα 
διάστημα α,β , με f x( ) 0  για κάθε 
x ∈[ , ]α β  και  το χωρίο που ορί εται 
από τη γραφική παράσταση της  f , τον 
ά ονα των x  και τις ευθείες x  =  α, x  =  β.

ια να ορίσουμε το εμβαδόν του χωρίου 
 ( χ.  εργα όμαστε όπως στο προη-

γούμενο παράδειγμα. ηλαδή
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 ωρί ουμε το διάστημα α, β  σε  ισομήκη υποδιαστήματα, μήκους ∆ x =
−β α
ν

, με 
τα σημεία α =  x 0  <  x 1 <  x 2  <  … <  x  =  β.

 ε κάθε υποδιάστημα κ , x  επιλέγουμε αυθαίρετα ένα σημείο  και σχηματί ουμε 
τα ορθογώνια που έχουν βάση  και ύψη τα  f ( . Το άθροισμα των εμβαδών των ορ-
θογωνίων αυτών είναι

S  =  f ( 1)  +  f ( 2 ) ( ν ) f ( 1)  +  … +  f ( ν ) ] .

 πολογί ουμε το lim
ν ν→+∞

S .

Αποδεικνύεται ότι το lim
ν ν→∞

S  υπάρχει στο R και είναι ανε άρτητο από την επιλογή των 

σημείων . Το όριο αυτό ονομά εται εμβαδόν του επιπέδου χωρίου  και συμβολί εται 
με Ε( Ω) . Είναι φανερό ότι Ε Ω( ) ≥ 0 . 

Η    
Έστω μια συνάρτηση  f    στο α, β . Με τα σημεία α =  x 0  <  x 1 <  x 2  <  … <  x  =  

β χωρί ουμε το διάστημα α, β  σε  ισομήκη υποδιαστήματα μήκους ∆ x =
−β α
ν

. 

τη συνέχεια επιλέγουμε αυθαίρετα ένα ξκ κ κ∈ −[ , ]x x1 , για κάθε κ ν∈{ , ,..., }1 2 , και σχη-
ματί ουμε το άθροισμα

S  =   f ( 1)  +   f ( 2 )  +   f ( κ)  +  … ( ν )

το οποίο συμβολί εται, σύντομα, ως ε ής

S f xν κ
κ

ν

ξ=
=

∑ ( )∆
1

( 1) .

( 1)  Το άθροισμα αυτό ονομά εται ένα άθροισμα .
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ποδεικνύεται ότι,

Το όριο του αθροίσματος S , δηλαδή το  
 
 
∑

ν

ν κ
κ

lim  f ξ  Δx
1→∞ =

( )  (  υπάρχει στο R και είναι 

ανε άρτητο από την επιλογή των ενδιάμεσων σημείων . 

Το παραπάνω όριο (  ονομά εται ορισμ νο ολοκλ ρ μα της συνεχούς συνάρτησης  f  

από το α στο β, συμβολί εται με ∫ f (x)dx
β

α
 και διαβά εται ολοκλήρωμα της  f  από το α 

στο β . ηλαδή,

f x dx f x( ) lim ( )=








→∞

=
∑∫ ν κ
κ

ν

β

α
ξ ∆

1

Το σύμβολο ∫ οφείλεται στον  και ονομά εται σύμβολο ολοκλήρωσης. Αυτό εί-
ναι επιμήκυνση του αρχικού γράμματος S  της λέ ης  (άθροισμα . ι αριθμοί α 
και β ονομά ονται όρια της ολοκλήρωσης.  έννοια όρια  εδώ δεν έχει την ίδια έννοια 
του ορίου του ου κεφαλαίου. την έκφραση f x dx( )

α

β

∫  το γράμμα x  είναι μια μεταβλη-
τή και μπορεί να αντικατασταθεί με οποιοδήποτε άλλο γράμμα. Έτσι, για παράδειγμα, 

οι εκφράσεις f x dx( )
α

β

∫ , f t dt( )
α

β

∫  συμβολί ουν το ίδιο ορισμένο ολοκλήρωμα και είναι 
πραγματικός αριθμός, σε αντίθεση με το ( )f x dx∫  που είναι ένα σύνολο συναρτήσεων. 
Είναι, όμως, χρήσιμο να επεκτείνουμε τον παραπάνω ορισμό και για τις περιπτώσεις που 
είναι α >  β ή α =  β, ως ε ής

Από τους ορισμούς του εμβαδού και του ορισμένου ολοκληρώματος προκύπτει ότι  
Αν f x( ) 0 για κάθε x ∈[ , ]α β , τότε το ολοκλήρω-

μα f x dx( )
α

β

∫  δίνει το εμβαδόν Ε(  του χωρίου  
που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f  
τον ά ονα  και τις ευθείες x  =  α και x  =  β ( χ. . 

ηλαδή,

∫
β

α
. 

Επομένως, 

 f x dx f x dx( )f x( )f x ( )f x( )f x= −∫∫ β

α

α∫α∫
β

 f x dx( )f x( )f x =∫ 0
α∫α∫
α

Αν f x( )f x( )f x 0 , τότε f x dx( )f x( )f x ≥∫ 0
α∫α∫
β

.
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Ε ΡΜΟΓ

Να αποδει εί ότι ( )∫
β

α
 για οποιοδ ποτε c R.

Ο ΕΙ Η

   Αν α =  β, τότε cdx c c= = − = −∫ 0 ( ) ( )α α β α
α

α
.

  Αν α <  β, τότε, επειδή η  f ( x )  =  c  είναι συνεχής στο α, β , έχουμε

cdx f x dx= ∫∫ ( )
α

β

α

β

= + + +
→∞
lim[( ( ) ( ) ( )) ]
ν νξ ξ ξf x f x f x1 2∆ ∆ ∆

=
−

+ + +
→∞
lim [ ( ) ( ) ( )]
ν ν

β α
ν

ξ ξ ξf f f1 2 

=
−

+ + +





→∞

lim ( )
ν

β α
ν

c c c

=
−

⋅





 = −

→∞
lim ( )
ν

β α
ν

ν β αc c

 Αν α >  β, τότε

cdx cdx c c
α

β

β

α
α β β α∫ ∫= − = − − = −( ) ( ).

Αν c  > 0, τότε το cdx
α

β

∫  εκφρά ει το εμβαδόν ενός 

ορθογωνίου με βάση β – α και ύψος c  ( χ. .

Ι    
Με τη βοήθεια του ορισμού του ορισμένου ολοκληρώματος αποδεικνύονται τα παρακά-
τω θεωρήματα.
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 ο

Έστω  f , g   συναρτήσεις στο α, β  και λ µλ µ,λ µ ∈R. Τότε ισχύουν

 λ λ
α

β

α

β
f xλ λf xλ λdxλ λdxλ λ f x dx( )λ λ( )λ λf x( )f xλ λf xλ λ( )λ λf xλ λ ( )f x( )f xλ λ=λ λ∫λ λ∫λ λ

α∫α∫α∫α

 [ ( ) ( )] ( ) ( )f x[ (f x[ ( g x) (g x) ( dx f x( )f x( )dx g x( )g x( )dx+ =) (+ =) ( )]+ =)]g x+ =g x) (g x) (+ =) (g x) ( dx+ =dx + ∫∫∫ α∫α∫
β

α∫α∫
β

α∫α∫
β

και γενικά

 [ ( ) ( )] ( )λ µ[ (λ µ[ ( ) (λ µ) ( λ µ( )λ µ( )
α

β

α

β
λ µ

β
λ µ

α

β
λ µf xλ µ[ (λ µ[ (f x[ (λ µ[ ( g x) (g x) ( dx λ µf xλ µ( )λ µ( )f x( )λ µ( )dxλ µdxλ µ g x( )g x( )dx+ =) (+ =) ( )]+ =)]) (λ µ) (+ =) (λ µ) (g x+ =g x) (g x) (+ =) (g x) ( dx+ =dx λ µ+λ µ∫λ µ∫λ µ

α∫α∫λ µ∫λ µ
α∫α∫α∫α

 ο

Αν η  f  είναι  σε διάστημα  και α β γ, ,α β, ,α β ∈ ∆, τότε ισχύει

f x dx( )f x( )f x∫ ∫ ∫f x∫ ∫ ∫f x dx∫ ∫ ∫dx f x∫ ∫ ∫f x dx∫ ∫ ∫dx( )∫ ∫ ∫( )f x( )f x∫ ∫ ∫f x( )f x ( )∫ ∫ ∫( )f x( )f x∫ ∫ ∫f x( )f x( )∫ ∫ ∫( )f x( )f x∫ ∫ ∫f x( )f x= +∫ ∫ ∫= +dx= +dx∫ ∫ ∫dx= +dx= +∫ ∫ ∫= +f x= +f x∫ ∫ ∫f x= +f x( )= +( )∫ ∫ ∫( )= +( )f x( )f x= +f x( )f x∫ ∫ ∫f x( )f x= +f x( )f x
α∫ ∫ ∫α∫ ∫ ∫
β

∫ ∫ ∫
β

∫ ∫ ∫α∫ ∫ ∫α∫ ∫ ∫
γ

∫ ∫ ∫
γ

∫ ∫ ∫γ∫ ∫ ∫γ∫ ∫ ∫
β

ια παράδειγμα, αν f x dx( ) =∫0

3
3  και f x dx( ) =∫0

4
7, τότε

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + = − + = − + =∫ ∫∫ ∫∫3

4

0

4

3

0

0

4

0

3
3 7 4 .

Αν f x( ) 0 και α <   <  β ( χ. , η παραπάνω ιδιό-
τητα δηλώνει ότι

Ε( )  =  Ε( 1)  +  Ε( 2 )  

αφού

Ε Ω( ) ( )1 = ∫ f x dx
α

γ
, Ε Ω( ) ( )2 = ∫ f x dx

γ

β

και

Ε Ω( ) ( )= ∫ f x dx
α

β
.

 ο

Έστω f  μια  συνάρτηση σε ένα διάστημα α,β . Αν f x( )f x( )f x 0 για κάθε 
x ∈[ , ]α β[ ,α β[ ,  και η συνάρτηση  f   δεν είναι παντού μηδέν στο διάστημα αυτό, τότε

f x dx( )f x( )f x >∫ 0
α∫α∫
β

.
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ΣΚΗΣΕΙΣ

 

   Αν f x dx( ) =∫ 9
1

4
, f x dx( ) =∫ 11

3

4
 και f x dx( ) =∫ 13

1

8
, να βρείτε τα ολοκληρώ-

ματα

  i )  
3

4
( )f x dx∫    i i )  

8

4
( )f x dx∫  

i i i )
3

1
( )f x dx∫   i v)  

8

3
( )f x dx∫ .

   α αποδεί ετε ότι

ln lntdt
t
dt

e

e
= ∫∫

11

1
.

   α υπολογίσετε το  έτσι, ώστε

x
x

dx
x

dx
2

2 2

1

1

4
1

5
1

3−
+

−
+

=∫ ∫κ

κ

.

   Αν f x dx( ) =∫ 5
1

3
 και g x dx( ) = −∫ 2

1

3
 να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

i )  ( ( ) ( ))2 6
1

3
f x g x dx−∫    i i )  ( ( ) ( ))2

3

1
f x g x dx−∫ .

3 . 5   ΣΥ ΡΤΗΣΗ 

 υπολογισμός ενός ολοκληρώματος f x dx( )
α

β

∫  κατευθείαν από τον ορισμό είναι συ -

νήθως μία δύσκολη και πολύ κοπιαστική διαδικασία. την παράγραφο αυτή θα ανα -

ητήσουμε τρόπο υπολογισμού ολοκληρωμάτων χωρίς τη χρήση του ορισμού.  αυτό 
θα μας βοηθήσει το γνωστό, ως θ θ ρ α ρ

  απόδει η του θεωρήματος αυτού στηρί εται στο επόμενο θεώρημα, το 
οποίο μας ε ασφαλί ει την ύπαρ η παράγουσας μιας συνεχούς συνάρτησης  f  σε ένα 
διάστημα .
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Αν f  είναι μια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα  και α είναι ένα σημείο του , 
τότε η συνάρτηση 

F x f t dt
x

( )F x( )F x ( )f t( )f t= ∫α
, x ∈ ∆, 

είναι μια παράγουσα της  f  στο . ηλαδή ισχύει

f t dt f x
a

x
( )f t( )f t ( )f x( )f x∫( )′ = , για κάθε x ∈ ∆.

ια παράδειγμα 

( )2 2

0

x
ημ tdt ημ x

′
=∫  και ln lntdt x

x

1∫( )′ = .

 Εποπτικά το συμπέρασμα του παραπάνω θεωρήματος προκύπτει ( χ.  ως ε ής

F x h F x f t dt
x

x h
( ) ( ) ( )+ − =

+

∫
Εμβαδόν του χωρίου  

≈ ⋅f x h( ) , για μικρά h  > 0.
Άρα, για μικρά h  > 0 είναι

F x h F x
h

f x( ) ( ) ( )+ −
≈ ,

οπότε

′ =
+ −

=
→

F x F x h F x
h

f x
h

( ) lim ( ) ( ) ( )
0

 Από το παραπάνω θεώρημα και το θεώρημα πα-
ραγώγισης σύνθετης συνάρτησης προκύπτει ότι

f t dt .f g x g x
g x

( ) =
α

( )

∫( ) ′′ ( ( )) ( ),

με την προ πόθεση ότι τα χρησιμοποιούμενα σύμβολα έχουν νόημα.
ια παράδειγμα,

ln (ln ) ( ) ( ln ) lntdt x x x x x x
x

1

3 3 2 2
3

3 3 9∫






′

= ⋅ ′ = =

 εμελι δε  ε ρ μα του ολοκλ ρ τικού λογισμού

Έστω  f   μια συνεχής συνάρτηση σ  ένα διάστημα α, β . Αν G  είναι μια παράγουσα 
της  f   στο α, β , τότε

f t dt G G( )f t( )f t ( )G G( )G G( )G G( )G G( )= −G G= −G GG G( )G G= −G G( )G G∫ β αG Gβ αG G( )β α( )G G( )G Gβ αG G( )G G( )β α( )G G( )G Gβ αG G( )G G( )β α( )G G= −G Gβ αG G= −G GG G( )G G= −G G( )G Gβ αG G( )G G= −G G( )G G
α

β
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ύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα, η συνάρτηση F x f t dt
x

( ) ( )= ∫α
 είναι μια παρά-

γουσα της  f  στο α, β . Επειδή και η G  είναι μια παράγουσα της  f  στο α, β , θα υπάρχει 
c R τέτοιο, ώστε

G ( x )  =  F ( x )  +  c .                                                       (

Από την ( , για x  =  α, έχουμε G F c f t dt c c( ) ( ) ( )α α
α

α
= + = + =∫ , οπότε c  =  G ( α .

Επομένως, 

G ( x )  =  F ( x )  +  G ( α ,

οπότε, για x  =  β, έχουμε

G F G f t dt G( ) ( ) ( ) ( ) ( )β β α α
α

β
= + = +∫

και άρα
f t dt G G( ) ( ) ( )= −∫ β α

α

β
. ■

ολλές φορές, για να απλοποιήσουμε τις εκφράσεις μας, συμβολί ουμε τη διαφορά G ( β)  
– G ( α  με [ ( )]G x α

β , οπότε η ισότητα του παραπάνω θεωρήματος γράφεται

f x dx G x f x dx( ) [ ( )] ( )[ ]= = ∫∫ α
β

α

β

α

β

.

ια παράδειγμα,

xdx x
=









 = − =∫

2

1

3

1

3

2
9
2

1
2

4

00
ημ [ συν ] συν συν0 2xdx x

π π π= − = − + =∫

1 1 11
1 x

dx x ee
e

= = − =∫ [ln ] ln ln .

Ε ΡΜΟΓ

1.  ίνεται  συν ρτ σ ( ) ∫
x

F x t dt2

 1
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  Να βρε εί το πεδίο ορισμού τ  F .

 Να μελετ εί  προ  τ  μονοτονία και τα ακρότατα  F .

ΛΥΣΗ

    συνάρτηση f t t( ) = −2 1 έχει πεδίο ορισμού το σύνολο

( , ] [ , )−∞ − ∪ + ∞1 1 .

ια να ορί εται η F , πρέπει τα άκρα , x  του ολοκληρώματος να ανήκουν στο ίδιο 
διάστημα του πεδίου ορισμού της  f . Άρα, πρέπει x ∈ + ∞[ , )1 , οπότε το πεδίο ορισμού 
της F  είναι το σύνολο [ , )1 + ∞ .

 ια x ∈ + ∞[ , )1  έχουμε

′ = −( )′ = −∫F x t dt x
x

( ) 2

1

21 1.

Επειδή η F  είναι συνεχής στο [ , )1 + ∞  και ισχύει F (x  > 0 για κάθε x ∈ + ∞( , )1 , η 
συνάρτηση F  είναι γνησίως αύ ουσα στο [ , )1 + ∞ , οπότε παρουσιά ει ελάχιστο το 
F (   0.

Μ  

  τύπος της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες για το ορισμένο ολοκλήρωμα παίρνει τη 
μορφή

f x g x dx f x g x f x g x dx( )f x( )f x ( )g x( )g x [ (f x[ (f x) (g x) (g x)] ( )f x( )f x ( )g x( )g x ,′ = −f x= −f x g x= −g x[ (= −[ (f x[ (f x= −f x[ (f x) (= −) (g x) (g x= −g x) (g x)]= −)] ′f x′f x∫∫ α
β= −β= −

α∫α∫
β

α∫α∫
β

όπου  f , g  είναι συνεχείς συναρτήσεις στο α, β .

ια παράδειγμα, ας υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα 
/ 2

0
συνx xdx

π
Ι = ∫ . Έχουμε

/ 2 /2

0 0

/ 2

0
(ημ ) ημ ( ) ημ[ ]I x x dx x x x xdx

π ππ′ ′= = −∫ ∫

/ 2

0

/ 2

0
[ ]x

ππ ∫ημ ημ

/ 2 / 2
0 0

ημ συν[ ] [ ]x x xπ π= +

= − =
−π π

2
1 2

2
.

22-0181-02_HR.indb   336 12/12/2013   10:54:36 πμ



3 ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 3 3 7

  τύπος ολοκλήρωσης με αλλαγή μεταβλητής για το ορισμένο ολοκλήρωμα παίρνει 
τη μορφή

f g x g x dx fx dx fx d u duu duu d
u

u
( (f g( (f g ))x g))x g ( )x d( )x d ( )u d( )u d ,′ x f=x f∫x f∫x f

u∫u∫
1

2x f2x f
α∫α∫
β

όπου f , g  είναι συνεχείς συναρτήσεις, u  =  g ( x , d u  =  g ( x ) d x  και u 1 =  g ( α , 
u 2  =  g ( β .

ια παράδειγμα, ας υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα I x
x

dx
e

= ∫ ln
1

.

Έχουμε

I x x dx
e

= ′∫ ln (ln )
1

Αν θέσουμε u  =  l n x , τότε du  =  ( l n x dx , u 1     0 και u 2   =  l n   . Επομένως,

I udu u
= =









 =∫

2

0

1

0

1

2
1
2

.

Ε ΡΜΟΓ

α υπολογισ ούν τα ολοκλ ρ ματα

 ∫ x x dx
x

22

1

–1+           x dx
x

4

1

+1
∫           | |x dx

5

–1
–2∫ .

ΛΥΣΗ

  Έχουμε 

= + − ∫∫∫ xdx dx
x

dx1 1
1

2

1

2

1

2

.

 Έχουμε = + −∫∫ x dx x dx1 2 1 2

1

4

1

4 / /
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.

 Επειδή ,  έχουμε

| | ( ) ( )x dx x dx x dx x x x x− = − + − = −








 + −









 = +

−

2 2 2 2
2 2

2 9
2

2

1

2 2

2

5
99
2

9
2

5

1

2

1

5
=∫∫∫ −−

.

 ΣΚΗΣΕΙΣ

 
   α υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

  i )  ( )3 2 12

0

2
x x dx− +∫     i i )  

x
x

dx
e

+∫ 1
3

1

i i i )  
/ 2

0
(συν 2ημ )x x dx

π
−∫    i v)  x

x
dx+






∫ 1 2

1

2

.

   α αποδεί ετε ότι

.

   α αποδεί ετε ότι

2 2 2f x f x dx f f( ) ( ) ( ( )) ( ( ))′ = −∫ β α
α

β
.

   Αν η γραφική παράσταση της συνάρτησης  f   διέρχεται από τα σημεία (0,0  και 
( , , να βρείτε την τιμή του ολοκληρώματος ′∫ f x dx( )

0

1
, εφόσον η  f  είναι 

συνεχής στο 0, .

   α βρείτε τις παραγώγους των συναρτήσεων

i )  
συν 2

1
( ) 1

x
F x t dt= −∫    i i )  

1
( )

x

συνθ θ
θ

= ∫

22-0181-02_HR.indb   338 12/12/2013   10:54:41 πμ



3 ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 3 3 9

     α βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f x x x( ) ln( )= + +2 1

 α αποδεί ετε ότι 1

1
1 2

2
0

1

+
= +∫ x

dx ln( ) .

 

   Αν tg t dt x x
x

( ) = +∫ 4 6

0
 για κάθε x R, να βρείτε το g ( .

   α αποδεί ετε ότι η συνάρτηση 
1 2( )

x συν t

x

π+
= ∫  είναι σταθερή.

   Αν f x t
e
dtt

x
( ) =

−

∫0

2
, να προσδιορίσετε τα διαστήματα μονοτονίας και τα τοπικά 

ακρότατα της  f .

   Αν F x xf t dt
x

( ) ( )= ∫0
, να βρείτε την F (x .

   α αποδεί ετε ότι η συνάρτηση F x
t

dt
t

dt
xx

( )
/

=
+

+
+∫ ∫

1
1

1
12 2

1

1

1
 είναι σταθερή 

στο ( , )0 + ∞  και να βρείτε τον τύπο της.

   α βρείτε το lim
h

h

h
t dt

→

+
+∫0

2

2

21 5 .

   α υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

i )     i i )
/ 2

0

π
+  − +∫ .

   α υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

  i )  ( | |)x x dx2

0

2
1− −∫   i i )  f x dx( )

−∫ π

π
, αν 

, 0
( )

ημ , 0
x x

f x
x x

π
π

− ≤ ≤
=  < ≤

i i i )  | |x x dx2

0

3
3 2− +∫ .

   α υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

  i )  
2

1

lne x dx
x∫    i i )  xe dxx−∫0

1
 

i i i )  x x dxln( )9 2

0

1
+∫   i v)  

/ 2

0
συν2xe xdx

π

∫ .
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   Αν 
/ 2 2

0
I xημ xdx

π
= ∫ , 

/ 2 2

0
συνJ x xdx

π
= ∫ , να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

I  +  J ,      I  – J ,      ,      J .

   Έστω μια συνάρτηση  f   με  f  συνεχή και για την οποία ισχύει

0
( ) ( ) ημ 2( )f x f x xdx

π
′′+ =∫ .

Αν  f ( π   , με τη βοήθεια της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες, να υπολογί-
σετε το  f (0 .

   Έστω οι συναρτήσεις  f , g , με  f  , g  συνεχείς στο α, β . Αν f ( α)  =  g ( α   0 και 
f (β   g (β , να αποδεί ετε ότι

Ι = ′′ − ′′ = ′ −∫ ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( ))f x g x f x g x dx g f gβ β β
α

β

.

3 . 6  ΕΩΡΗΜ  ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ ΤΟΥ
 ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΥ ΛΟΓΙΣΜΟΥ

Με τη βοήθεια του θεμελιώδους θεωρήματος του ολοκληρωτικού λογισμού μπορούμε, 
τώρα, να αποδεί ουμε το παρακάτω θεώρημα που είναι γνωστό ως ρ α

ρ .

Αν μια συνάρτηση f  είναι συνεχής στο α, β , τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, 
ξ α βξ α∈ξ α( ,ξ α( ,ξ α ) τέτοιο, ώστε

f x dx f( )f x( )f x ( )( )= −f= −f ( )= −( )( )= −( )∫ ξ β( )ξ β( )( )ξ β( )= −ξ β= −( )= −( )ξ β( )= −( )( )= −( )ξ β( )= −( )( )α( )
α∫α∫
β

Ο ΕΙ Η

εωρούμε τη συνάρτηση F x f t dt
x

( ) ( )= ∫α
.  συνάρτηση αυτή είναι παραγωγίσιμη στο 

α, β  και ισχύει F (x )  =  f ( x . Επομένως, σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής του δια-

φορικού λογισμού υπάρχει ξ α β∈ ( , ) τέτοιο, ώστε

′ =
−
−

F F F( ) ( ) ( )
ξ

β α
β α

.     
                           ( 1)

Είναι όμως,

F ( )  =  f ( , F f t dt( ) ( )β
α

β
= ∫  και F f t dt( ) ( )α

α

α
= =∫ 0 .
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Επομένως, η ισότητα (  γράφεται f
f t dt

( )
( )

ξ
β α

α

β

=
−

∫  ή, ισοδύναμα,

f t dt f( ) ( )( )= −∫ ξ β α
α

β
. ■

 αριθμός f
f x dx

( )
( )

ξ
β α

α

β

=
−

∫
 λέγεται μ σ  τιμ  της 

συνάρτησης  f  στο α, β  και συμβολί εται με 
_
f .

εωμετρικά, η μέση τιμή 
_
f  μιας μη αρνητικής 

συνάρτησης  f   στο διάστημα α, β  παριστάνει το ύψος 
του ορθογωνίου που έχει βάση το α, β  και εμβαδόν 
ίσο με το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από 
τη γραφική παράσταση της  f , τον ά ονα  και τις 
ευθείες x  =  α και x  =  β ( χ. .

Ε ΡΜΟΓΗ

στ   συν ρτ σ  =( )f x x  Να βρε εί ξ (0,9)∈  τσι στε .

ΛΥΣΗ

Έχουμε f
_

= =





 = =

∫ xdx x
0

9 3 2

0

9

9

2
3

9
18
9

2

/

.

Επομένως, αρκεί να βρεθεί ξ ∈ ( , )0 9  έτσι, ώστε  f (   . Έχουμε

f ( )ξ ξ ξ= ⇔ = ⇔ =2 2 4.

Άρα, το ητούμενο  είναι το .

ΣΚΗΣΕΙΣ

 

   α βρείτε τη μέση τιμή 
_
f  της συνεχούς συνάρτησης  f  στο διάστημα 0, , αν 

δίνεται ότι ( ( ) )f x dx− =∫ 1 0
0

1
.

f
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   Αν η  f  είναι συνεχής στο α, β ,  σταθερά και ( ( ) )f x dx− =∫ κ
α

β
0, να αποδεί ετε 

ότι η μέση τιμή της  f  στο α, β  είναι .

   α βρεθεί η μέση τιμή της μεταβλητής x  στο διάστημα α, β .

 

   ίνονται οι συναρτήσεις  f ( x )  =  x 2  και g x
x

( ) 1
2 , ορισμένες σ  ένα διάστημα α, 

β , α > 0. α υπολογίσετε τις 
_
f , g  και να αποδεί ετε ότι .

    ταχύτητα υ του αίματος σ  ένα αγγείο 
ακτίνας R  και μήκους , σε απόσταση  
από τον κεντρικό ά ονα του αγγείου είναι 

υ( ) ( )r P
n

R r= −
4

2 2 , όπου  η διαφορά 

πιέσεως μετα ύ των άκρων ,  του αγγείου και n  το ι ώδες του αίματος (σταθερά . 

α  α βρείτε τη μέση ταχύτητα του αίματος, όταν r R[ , ]0 .

β  α βρείτε τη μέγιστη ταχύτητα και να τη συγκρίνετε με τη μέση ταχύτητα

   Έστω  f   μια παραγωγίσιμη στο 0,  συνάρτηση, με f x dx f( ) ( )=∫ 1
0

1
.

α αποδεί ετε ότι η C f   έχει μια, τουλάχιστον, ορι όντια εφαπτομένη.

3.7  Μ Ο  Ε Ι Ε ΟΥ ΩΡΙΟΥ

 την παράγραφο .  είδαμε ότι, αν μια 
συνάρτηση  f   είναι συνεχής σε ένα διάστημα α, 
β  και f x( ) 0 για κάθε x ∈[ , ]α β , τότε το εμβα-
δόν του χωρίου  που ορί εται από τη γραφική 
παράσταση της  f  , τις ευθείες x  =  α, x  =  β και τον 
ά ονα  ( χ.  είναι

 

( ) ( )E f x dx
β

α
Ω = ∫
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ια παράδειγμα, το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται 
από τη γραφική παράσταση της f x x( ) , τον ά ονα 

 και τις ευθείες x   0, x    ( χ.  είναι ίσο με 

xdx x dx x= = 





=∫∫ 1 2 3 2

0

1

0

1

0

1 2
3

2
3

/ / .

 Έστω, τώρα, δυο συναρτήσεις  f   και g , συνεχείς στο διάστημα α, β  με f x g x( ) ( ) 0 
για κάθε x ∈[ , ]α β  και  το χωρίο που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των f , 
g  και τις ευθείες x  =  α και x  =  β ( χ. α .

αρατηρούμε ότι

Ε Ω Ε Ω Ε Ω( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))= − = − = −∫∫∫1 2 f x dx g x dx f x g x dx
α

β

α

β

α

β
.

Επομένως,

E f x g x dx( ) ( ( ) ( ))Ω = −∫α

β
                                                 ( 1)

ια παράδειγμα, το εμβαδόν του χωρίου  που 
περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των 
συναρτήσεων  f ( x )  =  –  x    και g ( x )  =  x 2  ( χ. 

 είναι ίσο με

E f x g x dx( ) [ ( ) ( )]Ω = −
−∫ 2

1

= − + −
−∫ ( )x x dx2 2

2

1

= − + −








 =

−

x x x2 3

2

1

2
2

3
9
2

.
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Ω'

  τύπος (  βρέθηκε με την προ πόθεση ότι

(  f x g x( ) ( ) για κάθε x ∈[ , ]α β  και 

(  οι  f , g  είναι μη αρνητικές στο α, β] .

α αποδεί ουμε, τώρα, ότι ο τύπος (  ισχύει και χωρίς την υπόθεση ( . ράγματι, 
επειδή οι συναρτήσεις f ,  g  είναι συνεχείς στο α ,  β , θα υπάρχει αριθμός c R τέτοιος 
ώστε f x c g x c( ) ( )+ ≥ + ≥ 0, για κάθε x ∈[ , ]α β . Είναι φανερό ότι το χωρίο  ( χ. 0α  
έχει το ίδιο εμβαδόν με το χωρίο  ( χ. 0β . 

Επομένως, σύμφωνα με τον τύπο ( , έχουμε

Ε Ω Ε Ω( ) ( ) [( ( ) ) ( ( ) )] ( ( ) ( ))= ′ = + − + = −∫∫ f x c g x c dx f x g x dx
α

β

α

β
.

Άρα,

E f x g x dx( ) ( ( ) ( ))Ω = −∫α

β

 Με τη βοήθεια του προηγούμενου τύπου μπορούμε να υπολογίσουμε το εμβαδόν του 
χωρίου  που περικλείεται από τον ά ονα , τη 
γραφική παράσταση μιας συνάρτησης g , με ( ) 0g x ≤  
για κάθε x ∈[ , ]α β  και τις ευθείες x  =  α και x  =  β ( χ. 

. ράγματι, επειδή ο ά ονας  είναι η γραφική 
παράσταση της συνάρτησης  f ( x   0, έχουμε

E f x g x dx( ) ( ( ) ( ))Ω = −∫α

β

= − = −∫∫ [ ( )] ( )g x dx g x dx
α

β

α

β
.

Επομένως, αν για μια συνάρτηση g  ισχύει ( ) 0g x ≤  για κάθε x ∈[ , ]α β , τότε

E g x dx( ) ( )Ω = −∫α

β
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ια παράδειγμα, το εμβαδόν του χωρίου  
που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
της g ( x )  =  x 2    και τον ά ονα  ( χ.  
είναι ίσο με

E x dx x dx( ) ( ) ( )Ω = − − = −
−− ∫∫ 2 2

1

1

1

1
1 1

= −








 =

−

x x 3

1

1

3
4
3

.

 ταν η διαφορά  f ( x )  –  g ( x  δεν διατηρεί 
σταθερό πρόσημο στο α,β , όπως στο χήμα 

, τότε το εμβαδόν του χωρίου  που 
περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις 
των f , g  και τις ευθείες x  =  α και x  =  β είναι 
ίσο με το άθροισμα των εμβαδών των χωρίων 

1, 2  και 3 . ηλαδή, 

Ε Ω Ε Ω Ε Ω Ε Ω( ) ( ) ( ) ( )= + +1 2 3

= −∫ ( ( ) ( ))f x g x dx
α

γ
+ − + −∫∫ ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))g x f x dx f x g x dx

δ

β

γ

δ

= − + − + −∫∫∫ | ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) |f x g x dx f x g x dx f x g x dx
δ

β

γ

δ

α

γ

= −∫ | ( ) ( ) |f x g x dx
α

β

Επομένως,

E f x g x dx( ) | ( ) ( ) |Ω = −∫α

β

ια παράδειγμα, ας υπολογίσουμε το εμβαδόν 
του χωρίου  που περικλείεται από τις γραφικές 
παραστάσεις των συναρτήσεων  f ( x )  =  x 3 , g ( x )  =  x  
και τις ευθείες x  =   , x  = . ( χ. .

Αρχικά βρίσκουμε τις ρί ες και το πρόσημο της 
διαφοράς  f ( x )  – g ( x  στο διάστημα , .

Επειδή

f ( x )   g ( x )  =  x 3  – x  =  x ( x 2  – 1)  =  x ( x  – 1) ( x   ,

-
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έχουμε τον ακόλουθο πίνακα

x –2 – 1 0 1

f ( x )  – g ( x ) –  0 + 0 – 0

αμβάνοντας, τώρα, υπόψη τον παραπάνω πίνακα, έχουμε

E f x g x g x f x dx f x g x dx g x f( ) | ( ) ( ) | ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) (Ω = − = − + − + −
−

−

∫ 2

1
xx dx))

0

1

1

0

2

1

∫∫∫ −−

= − + − + −∫∫∫ −−

−
( ) ( ) ( )x x dx x x dx x x dx3 3 3

0

1

1

0

2

1

= −








 + −









 + −









 =

−

−

−

x x x x x x2 4

2

1 4 2

1

0 2 4

0

1

2 4 4 2 2 4
11
4

.

ύμφωνα με τα παραπάνω το f x dx( )
α

β

∫  είναι 

ίσο με το άθροισμα των εμβαδών των χωρίων 
που βρίσκονται πάνω από τον ά ονα  μείον 
το άθροισμα των εμβαδών των χωρίων που 
βρίσκονται κάτω από τον ά ονα  ( χ. 

Ε ΡΜΟΓΕΣ

1 . Να βρε εί το εμβαδόν του ρίου Ω που περικλείεται από τι  γρα ικ  παραστ σει  
τ ν συναρτ σε ν  f ( x  = μx  g ( x  = συνx και τι  ευ είε  x =  και  x = .

ΛΥΣΗ
Αρχικά βρίσκουμε τις ρί ες και το πρόσημο 
της διαφοράς  f ( x )  –  g ( x  στο διάστημα 0, 
2 π . το διάστημα αυτό έχουμε

( ) ( ) ημ συνf x g x x x= ⇔ =

εφ 1x⇔ =

⇔ =x π
4  ή x =

5
4
π
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Επομένως, για το πρόσημο της διαφοράς  f ( x )  – g ( x   ημ x   συνx  έχουμε τον ακόλουθο 
πίνακα

x 0 π

f ( x )  – g ( x ) –  0 + 0 –

αμβάνοντας, τώρα, υπόψη τον πίνακα αυτόν, έχουμε

Ε Ω( ) | ( ) ( ) |= −∫ f x g x dx
0

2π

/ 4 5 /4 2

0 /4 5 /4
( ημ συν ) (ημ συν ) ( ημ συν )x x dx x x dx x x dx

π π π

π π
= − + + − + − +∫ ∫ ∫

/ 4 5 /4 2
/4 5 /40

συν ημ συν ημ συν ημ[ ] [ ] [ ]x x x x x xπ π π
π π= + + − − + +

= − + + + =2 1 2 2 1 2 4 2 .

2. Να βρε εί το εμβαδόν του ρίου που περικλείεται από τ  γρα ικ  παρ στασ  
τ   f ( x  = x  τον ονα τ ν x και τ ν ε απτομ ν  τ  C f   στο σ μείο ( e  

ΛΥΣΗ
 ε ίσωση της εφαπτομένης της C f  στο σημείο 
( ,  είναι

 y  – 1 =  f  ( ) ( x  – .                    (

Επειδή ′ = ′ =f x x
x

( ) (ln ) 1 , έχουμε ′ =f e
e

( ) 1 .

Επομένως, η (  γράφεται

y
e

x e y
e
x− = − ⇔ =1 1 1( ) .

Το ητούμενο εμβαδόν Ε είναι ίσο με το εμβαδόν του τριγώνου μείον το εμβαδόν του χωρίου 
που ορί εται από τη C f   τον ά ονα  και τις ευθείες x    και x  =  , δηλαδή

=








 − + =

−1
2

2
2

2

0
1 1e

x x x x e
e

e e[ ] [ ]ln .

4
π 5

4
π

22-0181-02_HR.indb   347 12/12/2013   10:55:11 πμ



3 4 8  3 ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

3. Να υπολογιστεί το εμβαδόν Ε του κυκλικού δίσκου x2 + y2 = ρ2.

ΛΥΣΗ
Το ημικύκλιο C 1 είναι γραφική παράσταση της 
συνάρτησης

f x x x( ) , [ , ]= − ∈ −ρ ρ ρ2 2 ,

αφού για y  > 0 είναι 

x y2 2 2+ = ⇔ρ y x= −ρ 2 2 .

Αν Ε1 είναι το εμβαδόν του ημικυκλίου, τότε Ε  =  
2 Ε1. Επειδή f x( ) 0 για κάθε x ∈ −[ , ]ρ ρ , έχουμε

Ε1
2 2= −

−∫ ρ
ρ

ρ
x dx .                            ( 1)

Επειδή − ≤ ≤ρ ρx , έχουμε − ≤ ≤1 1x
ρ

. Επομένως, υπάρχει θ π π
∈ −



2 2

,  τέτοιο, ώστε

ημx θ
ρ

= .                             ( 1)

Έτσι, έχουμε x  =  ρημθ, θ
π π

∈ −



2 2

, , οπότε dx  =  ρσυνθdθ. Επιπλέον, για x  =  – ρ είναι 

θ
π

= −
2

 και για x  =  ρ είναι θ π
=

2
. Επομένως,

  (Επειδή συνθ >  0 )

.

Άρα Ε =  2 Ε1 =  πρ2 .

Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύουμε ότι το εμβαδόν της έλλειψης x y2

2

2

2 1
α β

+ =  είναι ίσο με παβ.
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ΣΚΗΣΕΙΣ

 

   α υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
της συνάρτησης  f ( x )  =  x 2  – 2 x   , τις ευθείες x  =  0, x  =   και του ά ονα των x .

   α υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
της συνάρτησης  f , τον ά ονα των x  και τις ευθείες που δίνονται κάθε φορά

i )  f x x( ) 3 , x   0, x  =  27  i i )  2

1( )
συν

f x
x

= , x   0, x =
π
3

.

   α υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
της συνάρτησης  f ( x )  =  x 2  – 3 x  και τον ά ονα των x .

   α υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές 
παραστάσεις των συναρτήσεων f ( x )  =  x 3  και g ( x )  =  2 x  – x 2 .

   α υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
της συνάρτησης  f ( x )  =  4 – x 2  και την ευθεία x  – y     0.

 

   Έστω η συνάρτηση  f ( x )  =  3 x 2

    α βρείτε την ε ίσωση της εφαπτομένης της C f   στο σημείο της ( , .

   α υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 
παράσταση της  f , την εφαπτομένη της στο  και τον ά ονα των x .

   α υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 

της f x
x x

x x
( )

,

,
=

− + <

≥







2 3 1

2 1
, τις ευθείες x  =  –  , x  =   και τον ά ονα των x .

   α βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 

της συνάρτησης f x
x x x
x x

( )
,
,

=
− + − <
− + ≥





2 4 3 2
2 5 2

 και τον ά ονα των x .
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   α υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές 
παραστάσεις των συναρτήσεων

f x x( ) = −1  και g x x( ) =
+1
3

.

     α υπολογίσετε το εμβαδόν, Ε( , του χωρίου που περικλείεται από τις γραφι -

κές παραστάσεις των συναρτήσεων f x e
x

( ) , g ( x )  =  l n x , τον ά ονα των x  και 
την ευθεία x  =  ,  >  .

   α βρείτε το όριο lim ( )
λ

λ
→+∞

Ε .

   α υπολογίσετε το εμβαδόν του 
γραμμοσκιασμένου χωρίου του 
διπλανού σχήματος. 

   α υπολογίσετε το εμβαδόν του 
γραμμοσκιασμένου χωρίου του 
διπλανού σχήματος. 
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       ίνεται η συνάρτηση  f ( x   ημx

    α βρείτε τις ε ισώσεις των 
εφαπτομένων της C f  στα σημεία (0, 
0  και ( π, 0 .

   α βρείτε το εμβαδόν του χωρίου 
που περικλείεται από τη γραφική 
παράσταση της  f   και τις εφαπτόμενες 
στα σημεία  και .

        α υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 
παράσταση της συνάρτησης f x x( ) , την εφαπτόμενή της στο σημείο ( , 

 και τον ά ονα των x .

   α βρείτε την ευθεία x  =  α, η οποία χωρί ει το χωρίο αυτό σε δύο ισεμβαδικά 
χωρία.

   α υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές 

παραστάσεις των συναρτήσεων  f ( x )  =  l n x , g x
x

( ) ln 1  και την ευθεία y   .

1 1 .      α βρείτε συνάρτηση  f  της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται από το 
σημείο (0,  και η κλίση της στο σημείο ( x , f ( x  είναι x   .

   οιο είναι το εμβαδόν του χωρίου που ορί ουν η C f  και ο ά ονας των x .

    Έστω η συνάρτηση  f ( x )  =  ( x  – 1) ( x   .

    α βρείτε τις ε ισώσεις των εφαπτομένων της γραφικής παράστασης της  f  
στα σημεία ,  που η C f  τέμνει τον ά ονα των x .

   Αν  είναι το σημείο τομής των εφαπτομένων, να αποδεί ετε ότι η C f   χωρί ει 

το τρίγωνο  σε δύο χωρία που ο λόγος των εμβαδών τους είναι 2
1

.
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ΓΕ ΙΚΕΣ ΣΚΗΣΕΙΣ

 
     α χρησιμοποιήσετε την αντικατάσταση u  =  π – x  για να αποδεί ετε ότι

0
(ημ )xf x dx

π
=∫ 0

(ημ )
2

f x dx
ππ

∫

 α υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 2
0

ημ
3 ημ

x x dx
x

π

+∫ .

     α υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 1
12

0

1 2

x
dx

−∫
/

 α υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
/ 2

/3

1
ημ

dx
x

π

π∫ .

   α υπολογίσετε το ολοκλήρωμα

1
1 2( )( )u u

du
+ +∫

και στη συνέχεια τα ολοκληρώματα

i )  συν
(ημ 1)(ημ 2)

x dx
x x+ +∫   i i )  e

e e
dx

x

x x( )( )+ +1 2∫ .

   Αν I t
t
dtν

ν

=
+

+

∫
2 1

2
0

1

1
, ν  �,

    α υπολογίσετε το άθροισμα I ν  +  I ν  , ν  �

   α υπολογίσετε τα ολοκληρώματα I 0 , I 1, I 2 .

5.  Αν η συνάρτηση  f   είναι συνεχής στο R, να αποδεί ετε ότι

f u x u du f t dt du
uxx

( )( ) ( )− = ( )∫∫∫ 000
.

   ίνεται η συνάρτηση F x f t dt
x

( ) ( )= ∫1
, όπου f t u du

t
( ) = −∫ 2

1
1 .
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  α βρείτε το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων  f   και F .

 α αποδεί ετε ότι η F  είναι γνησίως αύ ουσα και κυρτή.

  
7.  ίνονται τα ολοκληρώματα

2

0
( ) συν

x tF x e tdt= ∫  και 2

0
( ) ημ

x tG x e tdt= ∫ , x ∈ R.

   α υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

F ( x )  +  G ( x  και F ( x )  – G ( x )

και στη συνέχεια τα ολοκληρώματα F ( x  και G ( x .

 α υπολογίσετε τα ολοκληρώματα
2 2συνtI e tdt

π

π
= ∫  και 

2 2ημtJ e tdt
π

π
= ∫ .

  

   Το χωρίο που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης  f ( x )  
=  x 2    και την ευθεία y  =   χωρί εται από την ευθεία y  =  α 2   , α > 0, σε δύο 
ισεμβαδικά χωρία. α βρείτε την τιμή του α.

  

9 .    α βρεθεί το εμβαδόν Ε(  του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 

της συνάρτησης f x
x

( ) 1
2 , τον ά ονα των x  και τις ευθείες x  =  , x  =  ,  > 0.

 α βρεθούν οι τιμές του  έτσι, ώστε Ε ( )λ =
1
2

.

 α βρεθούν τα lim ( )
λ

λ
→0

E  και lim ( )
λ

λ
→+∞

E .

   Έστω f , g  δύο συναρτήσεις συνεχείς στο α, β . α αποδεί ετε ότι

     Αν f x g x( ) ( )  για κάθε x ∈[ , ]α β , τότε f x dx g x dx( ) ( )≥ ∫∫ α

β

α

β
.

    Αν m  η ελάχιστη και  η μέγιστη τιμή της  f   στο α, β , τότε

m f x dx M( ) ( ) ( )β α β α
α

β
− ≤ ≤ −∫

   Με τη βοήθεια της ανισότητας εφx  >  x  για κάθε x ∈





0

2
, π , να αποδεί ετε 

ότι η συνάρτηση ημ( ) xf x
x

= , x ∈





0

2
, π  είναι γνησίως φθίνουσα και στη 

συνέχεια να αποδεί ετε ότι
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α  3 3 ημ 3
2

x
xπ π

≤ ≤  για κάθε x ∈ 





π π
6 3

,  και 

β  
/3

/6

3 ημ 1
4 2

x dx
x

π

π
≤ ≤∫ .

   α αποδεί ετε ότι η συνάρτηση f x e x( ) = − 2

 είναι γνησίως φθίνουσα στο 
[ , )0 + ∞  και στη συνέχεια, με τη βοήθεια της ανισότητας e xx ≥ +1  για κάθε 
x ∈ R, να αποδεί ετε ότι

α  1 12 2

− ≤ ≤−x e x  για κάθε x [ , ]0 1  και

β  2
3

1
2

0

1
≤ ≤−∫ e dxx .

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ Κ Τ ΟΗΣΗΣ 

ε κα εμι  από τι  παρακ τ  περιπτ σει  να κυκλ σετε το γρ μμα  αν ο ισ υρι -
σμό  είναι αλ  και το γρ μμα  αν ο ισ υρισμό  είναι ευδ  δικαιολογ ντα  
συγ ρόν  τ ν απ ντ σ  σα

   σχύει ( ( ) ( )) ( ) ( )f x( (f x( ( g x) (g x) ( dx f x( )f x( )dx g x( )g x( )dx+ =) (+ =) ( ))+ =))g x+ =g x) (g x) (+ =) (g x) ( dx+ =dx + ∫∫∫ α∫α∫
β

α∫α∫
β

α∫α∫
β

  Α 

  σχύει f x g x dx f x dx g x dx( )f x( )f x ( )g x( )g x( )g x( )g x ( )f x( )f x ( )g x( )g x⋅ =dx⋅ =dx⋅ =g x⋅ =g x( )⋅ =( )g x( )g x⋅ =g x( )g x ⋅ ∫∫∫ α∫α∫
β

α∫α∫
β

α∫α∫
β

   Α 

  Αν α =  β, τότε f x dx( )f x( )f x =∫ 0
α∫α∫
β

.     Α 

 
  Αν f x dx( )f x( )f x =∫ 0

α∫α∫
β

, τότε κατ  ανάγκη θα είναι f ( x   0 για

κάθε x ∈[ , ]α β[ ,α β[ , .       Α 

  Αν f x( )f x( )f x 0  για κάθε x ∈[ , ]α β[ ,α β[ , , τότε f x dx( )f x( )f x ≥∫ 0
α∫α∫
β

.  Α 
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     Αν f x dx( )f x( )f x ≥∫ 0
α∫α∫
β

, τότε κατ  ανάγκη θα είναι f x( )f x( )f x 0  

για κάθε x ∈[ , ]α β[ ,α β[ , .     Α 

     ( ) ( )x d( )x d( ) x x( )x x( )x dx xx d x d( )x d( )x d( )x d( ) xx dxx d4 4( )4 4( )x d4 4x d( )x d( )4 4( )x d( ) 2x d2x d( )x d( )2( )x d( )1 1( )1 1( )x x1 1x x( )x x( )1 1( )x x( )( )x d( )1 1( )x d( )4 41 14 4( )4 4( )1 1( )4 4( )x d4 4x d1 1x d4 4x d( )x d( )4 4( )x d( )1 1( )x d( )4 4( )x d( ) ( )x d( )2( )x d( )1 1( )x d( )2( )x d( )( )x d( )+ <( )x d( )( )x d( )4 4( )x d( )+ <( )x d( )4 4( )x d( )1 1+ <1 1x d1 1x d+ <x d1 1x d( )x d( )1 1( )x d( )+ <( )x d( )1 1( )x d( ) x x1 1x x+ <x x1 1x xx dx xx d1 1x dx xx d+ <x dx xx d1 1x dx xx d4 41 14 4+ <4 41 14 4x d4 4x d1 1x d4 4x d+ <x d4 4x d1 1x d4 4x d( )x d( )4 4( )x d( )1 1( )x d( )4 4( )x d( )+ <( )x d( )4 4( )x d( )1 1( )x d( )4 4( )x d( ) ( )1 1( )+ +( )1 1( )( )x d( )1 1( )x d( )+ +( )x d( )1 1( )x d( )( )x d( )2( )x d( )1 1( )x d( )2( )x d( )+ +( )x d( )2( )x d( )1 1( )x d( )2( )x d( )
−− ∫x x∫x x4 4∫4 41 1∫1 1x x1 1x x∫x x1 1x x4 41 14 4∫4 41 14 4

−∫−∫−∫− α

α4 4α4 4

α

α
, για κάθε α >  0.  Α 

     
/ 4 /4

0 0
ln συνx xlnx xln συx xσυνx xν dx

π π/ 4π π/ 4

∫ ∫2∫ ∫2

0 0∫ ∫0 0
ln∫ ∫ln(1∫ ∫(1

0 0
(1

0 0∫ ∫0 0
(1

0 0
ημ∫ ∫ημ

0 0
ημ

0 0∫ ∫0 0
ημ

0 0
) 2∫ ∫) 2

0 0
) 2

0 0∫ ∫0 0
) 2

0 0
x d∫ ∫x d) 2x d) 2∫ ∫) 2x d) 2x x∫ ∫x x) 2x x) 2∫ ∫) 2x x) 2) 2x d) 2x x) 2x d) 2∫ ∫) 2x d) 2x x) 2x d) 2

π π

∫ ∫
π π/ 4π π/ 4

∫ ∫
/ 4π π/ 4 2π π2∫ ∫2π π2− =∫ ∫− =ημ− =ημ∫ ∫ημ− =ημ x d− =x d∫ ∫x d− =x d) 2x d) 2− =) 2x d) 2∫ ∫) 2x d) 2− =) 2x d) 2) 2x x) 2− =) 2x x) 2∫ ∫) 2x x) 2− =) 2x x) 2) 2x d) 2x x) 2x d) 2− =) 2x d) 2x x) 2x d) 2∫ ∫) 2x d) 2x x) 2x d) 2− =) 2x d) 2x x) 2x d) 2 .    Α 

     f x dx xf x xf xx xf xx x dx( )f x( )f x ( )x x( )x x( )x x( )x x ( )f x( )f xx x= −x x= −xf= −xf ( )= −( )x x( )x x= −x x( )x x ′f x′f x∫x x∫x x∫ .    Α 

   lnxdxxdxxd
e

=∫1∫1∫
1 1ln
e

dtdtd
t∫ .     Α 

   ν ( ( ) )f x( (f x( ( dx) )− =) )∫ 1 0) )1 0) )dx1 0dx− =1 0− =) )− =) )1 0) )− =) )dx− =dx1 0dx− =dx
0∫0∫
1

 τότε f 1 .    Α 

   Αν f x dx( )f x( )f x =∫ 0
α∫α∫
β

, τότε  f (   0 για κάποιο ξ α βξ α∈ξ α( ,ξ α( ,ξ α ).  Α 

   Αν f x dx( )f x( )f x =∫ 0
α∫α∫
β

 και η  f   δεν είναι παντού μηδέν στο α, β , 

τότε η  f  παίρνει δυο, τουλάχιστον, ετερόσημες τιμές.   Α 

   Το ολοκλήρωμα ( )( )x x( )dx3( )3( )
1

1
( )x x( )−( )x x( )

−∫−∫−
 παριστάνει το εμβαδόν του 

χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
της συνάρτησης  f ( x )  =  x 3  – x  και τον ά ονα των x .  Α 

ε κα εμι  από τι  παρακ τ  περιπτ σει  να κυκλ σετε τ  σ στ  απ ντ σ

   Αν  f (x )  =  ημπ  και  f ( 0)  =   0, τότε το  f  (  ισούται με

Α  −
1
π

,       1
π

,          −2
π

,       2
π

.
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    ολοκλήρωμα 1
4 −∫ x

dx  στο ( , )( ,4( ,+ ∞  είναι ίσο με

Α  (   x )  +  c ,      (   x )  +  c ,

 (x  – 4)  +  c ,      (x  – 4)  +  c .

  Το ολοκλήρωμα x
x

dx−





∫ 1 2

 στο ( , )( ,0( , + ∞  είναι ίσο με

Α  
x

x c
−


















 +

1

3

3

,    2 1 1 1
2x

x x
−




















+


















,

 ( ln )( l1( l
3

3( l−( l
+

n )xn ) c,    x
x

x c
3

3
1 2− −− − +x c+x c ,

Ε  
x

x
x

c
−


















 +




















+

1

3
1 1

3

2 .

  Το ολοκλήρωμα | |
−∫−∫−1

1 2x d| |x d| || |−| |x d| |−| |2x d2| |2| |x d| |2| || |1| |x d| |1| | xx dxx d  είναι ίσο με

Α  
4
3

,  0,  
4
3

,  
2
3

, Ε  
5
3

.

  Το ολοκλήρωμα ln xdxxdxxd∫  είναι ίσο με

Α  1
x

c,  ln
2

2
x c,  x ( l n x  – 1)  +  c ,  ln

3

3
x c .

  Έστω  f , g  δυο παραγωγίσιμες συναρτήσεις με συνεχείς παραγώγους στο α, β . 

Αν f x g( )x g( )x g( )x( )x≤x g≤x g  για κάθε x ∈[ , ]α β[ ,α β[ , , τότε κατ  ανάγκη θα ισχύει

Α  ′ ≤ ′f x′f x′ g x( )f x( )f x ( )g x( )g x , x ∈[ , ]α β[ ,α β[ , ,    f x dx g x dx( )f x( )f x ( )g x( )g x≤ ∫∫ α∫α∫
β

α∫α∫
β

g x dx( )g x( )g x∫ ∫f x∫ ∫f x dx∫ ∫dx( )∫ ∫( )f x( )f x∫ ∫f x( )f x ≤∫ ∫≤ , x ∈[ , ]α β[ ,α β[ , ,   f x dx g x dx( )f x( )f x ( )g x( )g x≤ ∫∫ β

α

β

α
.
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   Το εμβαδόν του γραμμοσκιασμένου χωρίου 
του διπλανού σχήματος είναι ίσο με

Α  f x dx( )f x( )f x
−∫−∫−3

5
,    f x dx( )f x( )f x

5

3−

∫5∫5
.

 f x dx f x dx( )f x( )f x ( )f x( )f x− ∫∫−∫−∫ 0∫0∫
5

3

0
,   − + ∫∫− +∫− +

−∫−∫ f x− +f x− +dx− +dx− + f x dx( )− +( )− +f x( )f x− +f x− +( )− +f x− + ( )f x( )f x
0∫0∫
5

3

0
.

     Αν f (x )  =  g (x  για κάθε x ∈ −[ ,∈ −[ ,∈ − ]1 1[ ,1 1[ ,   και  f ( 0)  =  g (0   , τότε για κάθε x ∈ −[ ,∈ −[ ,∈ − ]1 1[ ,1 1[ ,  
ισχύει
Α   f ( x )  =  g ( x   ,   ( ( ) ( ))f x( (f x( ( g x) (g x) (g x) (g x) ( dx− =))− =))) (− =) (g x− =g x) (g x) (− =) (g x) ( dx− =dx

−∫−∫−
4

1

1
.

 ( ) ( )f x g( )x g( ) ( )x( )≤x g≤x g , x ∈ −[ ,∈ −[ ,∈ − ]1 1[ ,1 1[ ,    ι C f  , C g  έχουν κοινό σημείο στο , .

     Έστω η συνάρτηση F x f t dt
x

( )F x( )F x ( )f t( )f t= ∫1∫1∫  όπου f  
η συνάρτηση του διπλανού σχήματος. Τότε 
η F (  είναι ίση με

Α  0,            ,            ,            1
2

.

   Έστω η συνάρτηση  f   του διπλανού σχήματος. 
Αν

Ε( 1)  =  , Ε( 2 )  =    και  Ε( 3 )  =  3

τότε το f x dx( )f x( )f x
α

δ

∫α∫α
 είναι ίσο με

Α  ,             ,             , 

 0,            Ε  .

   Έστω η συνάρτηση F x f t dt
x

( )F x( )F x ( )f t( )f t= ∫0∫0∫ , όπου f  

η συνάρτηση του διπλανού σχήματος. Τότε 
Α  F ( x )  =  x 2 ,

 F x
x x

x
( )F x( )F x

,
,

=
≤ <x x≤ <x x
≤












2 0x x2 0x xx x,x x2 0x x,x x 1
2 1,2 1,

,

 F x
x x
x x

( )F x( )F x
,x x,x x
,x x,x x

=
≤x x≤x x












2 0 1x x0 1x x≤ <0 1≤ <x x≤ <x x0 1x x≤ <x x
2 1x x2 1x xx x,x x2 1x x,x x

,   F x
x x
x x

( )F x( )F x
,x x,x x

,x x,x x
=

− ≤x x− ≤x xx x,x x− ≤x x,x x











2 0 1x x0 1x x≤ <0 1≤ <x x≤ <x x0 1x x≤ <x x
2 1x x2 1x x− ≤2 1− ≤x x− ≤x x2 1x x− ≤x x1− ≤1− ≤x x− ≤x x1x x− ≤x x

.
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   οιο από τα παρακάτω σχήματα αντιπροσωπεύει τη γραφική παράσταση μιας 
λύσης της διαφορικής ε ίσωσης x y   y , με x , y  > 0.

   οια από τα παρακάτω ολοκληρώματα είναι καλώς ορισμένα

Α  1
10

1

x
dx

−∫0∫0
,    

/ 2

0
ημxdημxdημ xxdxxd

π

∫0∫0
,    

0
εφxdxxdxxd

π

∫0∫0

 
1

0
ln xdxxdxxd∫ ,   Ε  1 2

0

2
−∫ x d2x d2 xx dxx d ,    

1
10

1

x
dx

+∫0∫0
.

   α εντοπίσετε το λάθος στις παρακάτω πρά εις

1 1 1 1
x

dx1 1dx1 1
x

dx x
x

x
x

dx= ′1 1′1 1
= ⋅x= ⋅x − 1 11 1





1 11 1


1 11 1














′

∫1 1∫1 1∫1 1∫1 1∫ ( )1 1( )1 1x( )x

= − −

















∫1= −1= −

1
2x

x
dx

= + ∫1= +1= +
1
x dx.

Άρα 1 1 1
x

dx
x

dx= +1= +1 ∫∫ , οπότε 0  
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   α εντοπίσετε το λάθος στις παρακάτω πρά εις

I
x

dx

u
u

du=
+

=
+

⋅ −

⋅ −⋅ −














−∫−∫−

1
1

1

1 1
1

2

2

2
1

1

−∫−∫−1

1

 

= −
+

= −
−∫−∫−

1
1 2

1

1

u
du I . ( έσαμε x

u
1  οπότε dx

u
du= −

1
2 ).

Άρα I  =  – I  οπότε I   0. Αυτό, όμως, είναι άτοπο, αφού

I
x

dx=
+

>
−∫−∫−

1
1

02
1

1

,

επειδή 1
1

02+
>

x
 για κάθε x ∈ −[ ,∈ −[ ,∈ − ]1 1[ ,1 1[ , .

   εωρούμε τη συνάρτηση 

F x f t dt
x

( )F x( )F x ( )f t( )f t= ∫0∫0∫ ,

όπου  f   η συνάρτηση του διπλανού σχήματος. α 
συμπληρώσετε τα παρακάτω κενά.

F ( 0)  =  ,             F ( 2)  =  ,             F ( 3)  =  ,             F ( 4)  =  ,            F (   .
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ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜ

    

 αυτονόητη σημασία των προβλημάτων που συνδέονται με τον υπολογισμό εμβαδών 
και οι ιδιαίτερες δυσκολίες που παρουσιά ουν, οδήγησαν τους μαθηματικούς από την 
αρχαιότητα στην επινόηση γενικών μεθόδων μέτρησης εμβαδών, ιδιαίτερα επιφανειών 
που περικλείονται από καμπύλες. αθοριστική στο ήτημα αυτό υπήρ ε η συμβολή 
των αρχαίων Ελλήνων και ιδιαίτερα του Αρχιμήδη. ι ιδέες του Αρχιμήδη πάνω 
στο πρόβλημα του εμβαδού υπήρ αν η αφετηρία της δημιουργίας του σύγχρονου 
ολοκληρωτικού λογισμού. αρακτηριστικό παράδειγμα αποτελεί ο τρόπος υπολογισμού 
του εμβαδού μιας επιφάνειας που περικλείεται από ένα τμήμα παραβολής και ένα 
ευθύγραμμο τμήμα (παραβολικό χωρίο .

Έστω ένα παραβολικό χωρίο 
με βάση  και κορυφή  (το 
σημείο της παραβολής που έχει 
τη μέγιστη απόσταση από τη 
βάση .  Αρχιμήδης, φέρνοντας 
τις χορδές  και , δημιουρ-
γεί δυο νέα παραβολικά χωρία 
με βάσεις ,  και κορυφές 

1, 2  αντίστοιχα. τη συνέχεια, 
χρησιμοποιώντας γεωμετρικές 
ιδιότητες της παραβολής, 
αποδεικνύει ότι για τα εμβαδά 
των τριών τριγώνων , 1  και 2  ισχύει η σχέση

(   ( 1 )  +  ( 2 .     (

υνεχί οντας την ίδια διαδικασία στα νέα παραβολικά χωρία, βρίσκει ότι

( 1   ( 3 1 )  +  ( 4 1      (

και

( 2   ( 5 2 )  +  ( 2      (

Με τον τρόπο αυτό, το εμβαδόν Ε του παραβολικού χωρίου μπορεί να προσεγγιστεί 
( ε αντληθεί  από ένα άθροισμα εμβαδών εγγεγραμμένων τριγώνων ως ε ής

Ε =  (   ( 3 1)  +  ( 4 1   ( 1)  +  ( 4 1   ( 5 2 )  +  ( 2   ...

= + + ++ + +( )= +( )= + ( ) ( )+ +( )+ + ( )( )OA( )= +( )= +OA= +( )= +B OB O= +B O= +( )B O( )= +( )= +B O= +( )= + ( )B O( )( )AB( )( )B O( )AB( )B O( ) ( )O A( )+ +( )+ +O A+ +( )+ +O OO O+ +O O+ +( )O O( )+ +( )+ +O O+ +( )+ + ( )O O( )( )BO( )1B O1B O
4

1
4

1O O1O O
41 2( )1 2( )+ +( )+ +1 2+ +( )+ + ( )1 2( )( )O A( )1 2( )O A( )+ +( )+ +O A+ +( )+ +1 2+ +( )+ +O A+ +( )+ +O O1 2O O+ +O O+ +1 2+ +O O+ +( )O O( )1 2( )O O( )+ +( )+ +O O+ +( )+ +1 2+ +( )+ +O O+ +( )+ + ( )O O( )1 2( )O O( )
41 24
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= + + ++ + +( )= +( )= + ( ) [(+ +[(+ +) ( )]( )OA( )= +( )= +OA= +( )= +B OB O= +B O= +( )B O( )= +( )= +B O= +( )= + ( )B O( )( )AB( )( )B O( )AB( )B O( ) O A+ +O A+ +O O+ +O O+ +) (O O) (+ +) (+ +O O+ +) (+ + BO1B O1B O
4

1
4 1 2+ +1 2+ +) (1 2) (O A1 2O A+ +O A+ +1 2+ +O A+ +O O1 2O O+ +O O+ +1 2+ +O O+ +) (O O) (1 2) (O O) (+ +) (+ +O O+ +) (+ +1 2+ +) (+ +O O+ +) (+ + 

= + + 



















+( )= +( )= + ( ) ( )( )OA( )= +( )= +OA= +( )= +B OB O= +B O= +( )B O( )= +( )= +B O= +( )= + ( )B O( )( )AB( )( )B O( )AB( )B O( ) ( )OA( )( )B( )1B O1B O
4

1
4

2



πως είναι φανερό, πρόκειται για το άθροισμα των (απείρων  όρων μιας φθίνουσας 

γεωμετρικής προόδου με πρώτο όρο το α  =  (  και λόγο λ =
1
4

. Το άθροισμα 
αυτό δίνεται σήμερα από το γνωστό τύπο

α
λ1 1 1

4

4
3−

=
−

=
( ) ( )( )ΟΑ( )( )Β( ) ( )ΟΑ( )( )Β( ).

Το εμβαδόν λοιπόν του παραβολικού χωρίου είναι ίσο με τα 4
3

 του εμβαδού 

του τριγώνου που ορί ουν τα άκρα της βάσης και η κορυφή της παραβολής ( * )  

π α πρ β α α α ρ α απ α πρ β α βα
αρ α Ε ρ α παραπ ρα α π

βρα α αρ ρ πρ β α α ρ α
α α απ θ π βα π ρ α α α α α
α ρ πρ α παρα

Ο    Η   
αρακτηριστικό παράδειγμα της νέας μεθόδου αντιμετώπισης προβλημάτων 

υπολογισμού εμβαδών κατά τον ο αιώνα αποτελεί ο τρόπος με τον οποίο ο . 
 ανακάλυψε το  μια νέα αναλυτική έκφραση για το εμβαδόν του κύκλου 

και τον αριθμό π.

( * )     διατύπωση στο έργο του Αρχιμήδη Τετραγωνισμός ορθογωνίου κώνου τομής  είναι  παν τμά-
μα περιεχόμενον υπό ευθείας και ορθογωνίου κώνου τομάς επίτριτον εστι του τριγώνου του βάσιν 
έχοντος ταν αυτάν και ύψος ίσον τω τμάματι .  Αρχιμήδης στην πραγματικότητα εργάστηκε λίγο 
διαφορετικά αποφεύγοντας την έννοια του απείρου, χρησιμοποίησε πεπερασμένο πλήθος όρων του 

παραπάνω αθροίσματος και έδει ε ότι το ητούμενο εμβαδό ισούται με 4
3

( O A B  αποκλείοντας (με 

απαγωγή σε άτοπο  τις περιπτώσεις να είναι μεγαλύτερο ή μικρότερο από αυτό.
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  θεώρησε ένα ημικύκλιο 
διαμέτρου  =  2 R , χώρισε την 
ακτίνα του  σε ίσα τμήματα 
μήκους α και από κάθε σημείο 
διαίρεσης ύψωσε μια κάθετη (βλ. 
σχήμα . πως είναι γνωστό από 
την Ευκλείδεια γεωμετρία, κάθε 
μια από αυτές τις κάθετες είναι 
μέση ανάλογη των δύο τμημάτων 
στα οποία χωρί ει τη διάμετρο . 

.χ., για την κάθετη , που είναι ύψος προς την υποτείνουσα του ορθογωνίου 
τριγώνου , ισχύει

2  =  ·  =  ( R   α (R  – α)  =  R 2   α2

δηλ. Γ∆ = −= −R= −R= −2 2α2 2α2 2 . μοια προκύπτει ΕΖ = −= −R= −R= −2 242 242 2α2 2α2 2 , ΗΘ = −= −R= −R= −2 292 292 2α2 2α2 2  κ.ο.κ. 
Αφού υπολόγισε με τον τρόπο αυτό όλες τις (πεπερασμένου πλήθους  κάθετες που 
ε αντλούν  το τεταρτημόριο , ο  πραγματοποίησε μια μετάβαση στο 

άπειρο  με τον ε ής συλλογισμό

αθρ α α αθ πρ θρ α -
α α αρ ρ

π α α θ πρ ρ π ρ α α
ρ π α α πρ αθ

ιατυπωμένο σε συμβολική γλώσσα, το συμπέρασμα αυτό του  γίνεται

2 20R −
 ( 1)

Αυτό το μίγμα εωμετρίας, Άλγεβρας και πρωτόγονου  απειροστικού λογισμού, 
ισοδυναμεί ουσιαστικά με τη σύγχρονη σχέση

1
4

2

0

1
− =∫0∫0
x d2x d2x d− =x d− =x− =x− =x dxx d− =x d− =x− =x d− =

π .

ράγματι, αν θεωρήσουμε R  =   (δηλ. το μοναδιαίο κύκλο x 2  +  y 2    και διαιρέσουμε 

την ακτίνα (δηλ. το διάστημα 0,  σε ν ίσα τμήματα μήκους το καθένα 
1
v

, τότε το 
πρώτο μέλος της προηγούμενης ισότητας (  γίνεται

1 1 0 1 1 1 2 1 12 2 22 2 22 2 212 2 21 22 2 22 2

ν ν ν νν ν νν ν νν ν νν ν ν
ν

ν
− 











ν ν νν ν ν





ν ν νν ν νν ν νν ν ν

+ −+ −1+ −1 
2 2 2


2 2 2

ν ν νν ν ν





ν ν νν ν νν ν νν ν ν


2 2 2


2 2 2

ν ν νν ν ν





ν ν νν ν νν ν νν ν ν

+ −+ −1+ −1 
2 2 2


2 2 2

ν ν νν ν ν





ν ν νν ν νν ν νν ν ν


2 2 2


2 2 2










+ + −
−


































+ ++ +










 .

Αυτό όμως όπως θα δούμε παρακάτω είναι το κατώτερο άθροισμα της συνάρτησης 
f x x( )f x( )f x = −= −1= −1= − 2  (που προκύπτει από την ε ίσωση του κύκλου , ως προς την προηγούμενη 
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διαμέριση του διαστήματος 0, , και το όριό του όταν ν → +∞, είναι το

1 2

0

1
−∫0∫0
x d2x d2 xx dxx d .

 έννοια του ολοκληρώματος, όπως και οι άλλες θεμελιώδεις έννοιες της ανάλυσης, 
έγιναν αντικείμενο συστηματικής κριτικής και ορίστηκαν με λογική αυστηρότητα 
στη διάρκεια του ου αιώνα.  έννοια του ολοκληρώματος που χρησιμοποιούμε 
σήμερα στο σχολείο, στηρί εται στον επόμενο ορισμό του συμβόλου f x dx( )f x( )f x

α

β

∫α∫α
 που 

έδωσε ο .  το 

ρ α α θ α 1, x 2 , , x ν  π βρ α α α α α α β
α ρ θ α β ρ α 1 α 1  2  –  x 1 2

β α α α θ α α i  αθρ α

1  f ( α 1 1 ) 2   f ( x 1 2 2 ) 3   f ( x 2 3 3 ) f ( x )

θα αρ α απ α i α π i

α α αρ i α i  α πρ α αθ ρ ρ

αθ α α i α απ ρ α α α f x dx( )f x( )f x
α

β

∫α∫α

α α f x dx( )f x( )f x
α

β

∫α∫α
α α α
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 ΜΕΡΟΣ ΛΓΕ Ρ

Υ Ο ΕΙ ΕΙΣ  ΤΗΣΕΙΣ ΣΚΗΣΕΩ

 Ι ΚΕΣ 
 ΓΡ ΜΜΙΚ  ΣΥΣΤΗΜ Τ

   μ δα

.    π.χ. το στοιχείο α12  μας πληροφο-
ρεί ότι η ομάδα  έχει  νίκες.

. 





















=

0123
1012
2101
3210

A .

.  x  =  , y  =     δεν υπάρχουν

. x  =  .

. 
4
πx = ,

4
5πx = .

   μ δα

          δεν ορί ονται

 
   μ δα

i) x = 1 1, y = ii) x = 2, y = 0.

2.

1.
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20
02

X , 







−

−
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30
03

Y .

2. 
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8. α = 2, β = 1, γ = 3 –, δ = .1
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   μ δα

                                        B A  δεν ορί εται.

.   αρατηρήστε ότι οι αμοιβές στις δύο 
εταιρείες είναι

0. 0  . 0 και 0. 0  0. 0 αντιστοίχως

.  α αποδεί ετε ότι  =  I .

                                  ο  δεν αντιστρέφεται

 

    ολλαπλασιάστε και τα μέλη της ε ί
σωσης, από αριστερά, με τον αντίστροφο 
του πίνακα

                                      , οπότε έχουμε

   μ δα

.  x   , y  =  0  i i )  







=

10050
50253A ,









=

500250
2501254A .

. x   .

. 







−10

11







−
10
11

και .

. α γίνουν οι πρά εις.

.       πίνακας  αντιστρέφεται διότι έχει 
ορί ουσα διάφορη του μηδενός και είναι 








 −−
=−

32
211A

 Αποδεί ετε ότι  +  – 1 =  2 I .

.    πρά εις,  και , να χρησιμοποιήσετε 
την ( .

7. i)  

7, 4 8,8
11,6 13,8
16,3 19,4
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3. 
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Υ Ο ΕΙ ΕΙΣ  ΤΗΣΕΙΣ ΣΚΗΣΕΩ  

  .   αρατηρήστε ότι ν  =  ν · 3

i i )    =  ( 2 ) ρ,  =  2 ρ και  =  2 ρ ,  
 =  2 ρ  .

  .   ( – x ) ( x )  =  I  i i )  x   0.

0.   ρά εις  y  =  – x

  αρατηρήστε ότι  =  ( , οπότε  
– 1 =  ( .

.    2  =  ·  =  , ν  =  ( 2 ) ρ με ν  ρ και 
     =  ( 2 ) ρ  με  =  2 ρ  .

 i i )  







−

−
=

11
12

Χ

  +  5 .

.    







−

−
=−

21
111A

 α  






 −
=

10
11

X  β  







−

−
=

11
11

X

γ  







=

31
14

X .

.   ρά εις

 α γράψετε    .

    . .

   μ δα

.   ι πίνακες των γραμμικών μετασχηματισμών 
είναι οι









− 11

11
, 








21
11

και 







42
21

 

αντιστοίχως.

Το σημείο ( ,0  αντιστοιχί εται στα ( , , 
( ,  και ( ,  αντιστοίχως.

μοια  το (0,  στα ( , , ( ,  και ( , .

.  






 −
32
11

ii) 






−
11
21

. 

.   Το (0, 0  αντιστοιχί εται στο (0, 0 . Το 
( ,  στο ( 0, .
τη συνέχεια αποδεί ετε ότι (O A )   ( O ' A ' .

4   i )    







1210
1320

  Αποδεί ετε ότι  / /  

και / / . τη συνέχεια δεί τε ότι η 
 δεν είναι κάθετη στην .

.    ( ,      x  – 2 y  =  .

.     τροφή περί την αρχή των α όνων  κατά 

γωνία θ
π

= − .

   μοιοθεσία με κέντρο την αρχή των α ό-
νων  και λόγο    > 0.

   υμμετρία με ά ονα την y  =  x  και στη 
συνέχεια συμμετρία ως προς κέντρο την 
αρχή των α όνων .

    μοιοθεσία με κέντρο ομοιοθεσίας την 
αρχή των α όνων  και λόγο   > 0 και 
στη συνέχεια συμμετρία ως προς κέντρο 
την αρχή των α όνων .

   υμμετρία ως προς ά ονα συμμετρίας την 
ευθεία y  =  x  και στη συνέχεια συμμετρία 
ως προς ά ονα συμμετρίας τον ά ονα των 
x .

   υμμετρία ως προς κέντρο την αρχή των 
α όνων , συμμετρία ως προς ά ονα συμ-
μετρίας τον ά ονα x  και τέλος συμμετρία 
ως προς ά ονα την ευθεία y  =  x .

   μ δα

.    Αρκεί να αποδεί ετε ότι οι συντεταγμένες 
της εικόνας του τυχαίου σημείου  του 
επιπέδου με το γραμμικό μετασχηματισμό 

 επαληθεύουν την y  =  2 x .

i i )   2( y, y), y ∈ .R
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 Υ Ο ΕΙ ΕΙΣ  ΤΗΣΕΙΣ ΣΚΗΣΕΩ

   Το ( ,  δεν έχει πρότυπο διότι, αν είχε 
θα έπρεπε να επαληθεύει την y  =  2 x .

.    x   x  – y
y   x , και υπολογίστε τις αποστάσεις ( )  
και ( .

    α βρείτε την εικόνα του 







 ++

2
,

2
2121 yyxxM  μέσου του  με το 

γραμμικό μετασχηματισμό .

   ρησιμοποιείστε το γνωστό τύπο 

|),det(|
2
1

)( OBOAE OAB = .

.     






 −
01
11

, xy
3
1

= .

       μοίως.

.      πολογίστε τις συντεταγμένες του 
0 0( , )Μ x y′ ′ ′ , συμμετρικού του ( x 0 , y 0 )  

ως προς ά ονα συμμετρίας την ευθεία  
y  =  – x  συναρτήσει των x 0 , y 0 .

ii) 















=








′
′

y
x

y
x

00
01

.

iii) 















=








′
′

y
x

y
x

10
00

iv) 















=








′
′

y
x

y
x

2/12/1
2/12/1

.

.      Είναι α
′

= και 
′

=xx βy
y

, οπότε 

 i i )    |),det(|)(2)( ΓOAOΓΑΟΓBAO ′′=′′=′′′ .

     μ δα

.    ( , ,  

 i i )  ( 3 – 3 ,   , , ω ∈ R

i i i )  ( 2 +  y , y , , , y ∈ .R

.    ( , ,  

 i i )  





 ++− zzz ,

3
1

3
1,

3
1

3
2 , z∈R

 Αδύνατο.

.     ( ,   z , z , 0 , z∈R
 i i )   ( 3 – 3 z   ω,   z   ω, z , ω ,

 όπου ,z ω ∈R

  Αδύνατο.

.  ( ,   Αδύνατο.

     μ δα

. (α, β,   ( , , .

. y  =  x 2  – 3 x   .

.  α λύσετε το σύστημα με αγνώστους ημα, 
συνβ, εφ .

. 
5( , , ) 4 , ,
2

x y ωω ω ω =  
 

 ω ∈ R.

. 














 −+
=

z

zX
ω

ωω 2/1
2
3

 , zω ∈R.

.      Αν α ≠ , , αδύνατο. Αν α =   ή α =  , 
άπειρες λύσεις.

    Αν   ≠  μια λύση την









−
−

−
+−

−
−+

3
10,

3
824,

3
162

λ
µ

λ
µλ

λ
µλ .

Αν    και 10≠µ , άπειρες λύσεις της 
μορφής (   ,   , , R.

   Αν 2≠k , αδύνατο, ενώ αν k  =   μοναδική 
λύση την (0, .
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Υ Ο ΕΙ ΕΙΣ  ΤΗΣΕΙΣ ΣΚΗΣΕΩ  

.     000   0    

i v)  αβ( β  α         0.

.    x    ή x  =  – 1        i i )  1±=x

i i i )  x   0, ,            
2
πκπ +=x , κ ∈Z.

.    x  =   , y  =  – 3 

 i i )  x  =  , y   ,  =  3/ 2

i i i )  x  =  0, y   0, z  =  0  i v)  x  =  0.

.     =   ή      =   ή  .

   μ δα

.     Αν 1≠κ  και 2≠κ , τότε έχει λύση την 

10, ,
1 1

κ
κ κ

 
 − − 

.
 

Αν  =  , είναι αδύνατο, ενώ αν  =  , 
έχει λύσεις τις (   y , y ,  , y∈R .

  Αν 1±≠λ , τότε έχει λύση την 

24 2 3 2, ,
3( 1) 3( 1) 1
λ λ λ λ
λ λ λ

 + − + −
−  + + + 

.

Αν   , έχει λύσεις τις 1 1, ,
2 2

y y − − 
 

, 

y∈R , ενώ αν  =   , είναι αδύνατο.

.   Αν 1±≠λ , τότε έχει λύση την (0, 0, 0 . Αν  
 , έχει λύσεις τις (  , , , ω ∈ R , ενώ 

αν  =    έχει λύσεις τις ( , , , ω ∈ R.

.      ιέρχονται από το ( , 

    χηματί ουν τρίγωνο

i i i )    21 //εε  και η 3  τέμνει αυτές στα σημεία

  ( ,  ( ,  

i v)  321 //// εεε .

.       ορί ουσα του συστήματος είναι ίση με 
τη διακρίνουσα της ε ίσωσης, οπότε 

    Άπειρες λύσεις.

.   ι τρεις ισότητες σχηματί ουν ομογενές σύ-
στημα γραμμικό του τύπου ×  με ορί ουσα 
μηδέν, οπότε 

.      ύστε το σύστημα των δυο τελευταίων 
ε ισώσεων.

    ύστε το σύστημα 





=−
−=−
λ
λ2x y

x y
.

.         ή  =  – 1

    Αν   , έχει λύσεις της μορφής ( y , y , 
y∈R, ενώ αν  =   , έχει λύσεις της μορ-
φής (y , y , y∈R.

ΓΕ ΙΚΕΣ ΣΚΗΣΕΙΣ
 ΚΕ Λ ΙΟΥ

 μ δα

.      ρά εις   ( x ) ( – x )  =  ( 0)  

  Επαγωγή

.     ρά εις    =  I

.     ρά εις

   α γίνουν οι πρά εις

 ( α  +  β )  +  ( α  +  β )

 ( α  +  β ) ·( α  +  β )

. α αποδεί ετε ότι 

















−

=







′
′

φφ
φφ
2συν2ημ

2ημ2συν
.

x
y y

x

έτουμε διαδοχικά όπου θ το 0, 
2
π ,

4
π ,

4
3π .

   μ δα
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  .    Αρκεί να αποδεί ετε ότι οι εικόνες των 
σημείων 1( x 1, y 1  και 2 ( x 2 , y 2  ταυτί ο-
νται μόνο όταν το 1 συμπίπτει με το 2 .

 i i )  















=








′
′ −

−

δγ
βα

T
1

1: .
x
y y

x

  .    ορί ουσα του συστήματος είναι D  =  αβ( β 
–  κ.τ.λ.

  .    ορί ουσα του συστήματος είναι D  =  
(συνα  ημα (   ημα (   συνα .

  .   Αν   , οι ευθείες συμπίπτουν, ενώ αν 
1≠κ , τότε 21 //εε  και η 3  τις τέμνει.

  .   Αν 1≠λ , τότε το σύστημα έχει μοναδική 
λύση την (0, 0, 0 , ενώ αν   , έχει άπει-
ρες λύσεις της μορφής (x , 0, 0 , με x∈R.

0.   Το ομογενές σύστημα





=+−
=−−

0)1(
0)3(

λα
αλ x

x
y
y

έχει και μη μηδενικές λύσεις, οπότε

D  =  2  – 2  +  α2     0.

.    x  =    , y  =  

i i )   =    ή   .

 ΜΙΓ ΙΚΟΙ

     μ δα

 

  α    ως προς ά ονα       β  ως προς κέντρο 
(0, 0  γ  ως προς ά ονα .

 

     μ δα

. 0=
δγ
βα

.

.  

. 0

.  , 0, 

. α) 0, 1, 
2
3

2
1
±− β) 0, 1± , ± .i i

. z  =  x  +  y i  κτλ.

. β  αi  =  – i ( α +  β  κτλ.

. α  z  =  x  +  y i  κτλ. β  αρκεί να δεί ετε ότι

 u u v v

. α   2 2 1
4

x y+ = ή  εκτός του (0, 0

β   2 2 1
4

x y+ = ή  εκτός του (0, 0

1. α) 6      β)
3
2

− .

2. α) x x= 1, y = 2      β) – 2      γ) = ‒ 15, 
        y = 27.

4. α) y′y β) x′x γ) y = x.

5. α) 3 + 4      β) ‒ 3 ‒ 6i     γ) 0 δ) 2 + 23i

ε) ‒ 3 + 18i      στ) 25      ζ) 1 + 7i

i

.

6. α) i
2
1

2
1
+ β) ‒ 1     γ) 2i

7. α) αδύνατο β) 
2 1,
5 5

x y= = −

γ)
1 , 0
2

x y= − =

8. α) 0 β) 2i

9. α) 5 7i β) 4 + 9i γ) 4i

δ) 11 ε) i στ) 0

10. 

11. 2 1z z= .

12. α) y = 3 β) x'x και y'y     γ) διχοτόμοι

δ) x = 1

13. α) 1, 2 β) 21± γ) 
2
3

2
1
±

14. β = , γ = 26 .

.

12

i i

δ) 2 2 3i− + ε) 1 + i στ) i
3

27
3
4
−
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Υ Ο ΕΙ ΕΙΣ  ΤΗΣΕΙΣ ΣΚΗΣΕΩ  3 7 1

   μ δα

.   2 , 2 , 5, 5, 5, 4, 1, 8, 5,  
5
10 .

.   , , , .

.   α) z ∈ β) 
2
1 γ) 

3
3R  

.   α  x 2  +  y 2    β  x 2  +  ( y  – 1) 2  =  1

γ  (x  +  1) 2  +  ( y  +  2) 2  =  9

δ  υκλικό δακτύλιο

ε  Εκτός κύκλου x 2  +  y 2   .

.  α    τη μεσοκάθετο του τμήματος με άκρα 
( , 0 , (0, .

 β    το ημιεπίπεδο που ορί εται από τη με-
σοκάθετο του  και το  όπου (0,  
και ( , 0 .

.  μοναδιαίος κύκλος

. i , i  

. | 1 | 2w− = .

. =2||z zz κτλ.

   μ δα

9. Αν z2 = x2 + y2i, τότε 1
35 2

2
2

2

2
2 =+ .

10. α) 11|| 2 =⇔= zzz β) 
1

1
z
=

2κτλ.

x y

   μ δα

1. Αν z = x

w

w

w

xy

yi+ , τότε Re(z) = x, Im(z) = y
κτλ.

2. −= κτλ.

3. = κτλ.

4. w

w

w w

w

−= κτλ.

5. Αρκεί 1|| =

6. 1|| =

7. 4

8. 
8

15
4
1

−= ,
15 60,
34 34

 − 
 

z

1. α) 







+

3
ημ

3
συν2

ππ

β) συν ημ
3 3

iπ π   − + −   
   

γ) 





 +

3
4ημ

3
4συν2 ππ

δ) 





 +

3
2ημ

3
2συν2 ππ

ε) 4(συν0 + i

i

i

i

ημ0)

στ) 4(συνπ + iημπ).

2. α) )1(212 +

β) 10i

γ) i

i

3. α) 
5 5 3
2 2

i i+ β) 6i γ) 
4
1

4
3

+− .

4. α) 344+ β) 38 γ) 1.

5. .

6. 
2

31+− .

7. 
6

συν2 1 νπν+ .

8. Στροφή κατά γωνία 
2
π

− .

9. 
22
13,

22
13 +− .

10. 1 και 0 ή 1 και 
3

2π ή 1 και 
3

4π .

i

i

i

22-0181-02_HR.indb   371 12/12/2013   10:56:20 πμ



3 7 2  Υ Ο ΕΙ ΕΙΣ  ΤΗΣΕΙΣ ΣΚΗΣΕΩ

    μ δα

1. α) 1 και νθ β) 1

2. Να γράψετε τους 1 + i, 1 i σε τριγωνομε-
τρική μορφή.

3. Να εργαστείτε με διανυσματικές ακτίνες.

4. α) 1
3
3

+=y , x > 0

β) y = x + 1, y > 0

γ)
2

2 1 1
2 4

x y + − = 
 

, με x > 0.

5. α) 5i β) 
29

105
29

100
+− .

6. Να εφαρμόσετε το θεώρημα του De Moivre.

7. α) 2|| =w β) 22 + .

8. 
3
3 .

9. Πρέπει 0≤∆ .

i

i

x

   μ δα

. α  ορυφές ισοπλεύρου τριγώνου

β  ορυφές τετραγώνου

γ  ορυφές κανονικού ε αγώνου.

2. α) 
2

3ημ
2

3συν ππ
+=− κτλ.

β) 



































 +
+

















 +
=

4
3

42
ημ

4
3

42
συν2

πκππκπ
zκ

,

κ = 0, 1, 2, 3

γ) 



































 +
+

















 +
=

5
6

52
ημ

5
6

52
συν3

πκππκπ
zκ

κ = 0, 1, 2, 3, 4

i

ii

i

3. α) 
4

ημ
4

συν
2

)1(2 ππ
+=

+ κτλ.

β) 
3

5ημ
3

5συν
2

31 ππ
+=

− κτλ.

γ) )ημσυν(6464 ππ+=− κτλ.

4. α) 0)84)(1(843 223 =++−⇔=++ .
β) Να θέσετε z 2 = w, ± , 2± .

5. 2 i,
3
2

−

6. 4

7. Η εξίσωση είναι ισοδύναμη με την: 
x x6 = 1, 1≠ .

8. Οι ρίζες είναι 3 και 3± .

i

i i

i i

i

i

z z z z z z

i

   μ δα

1. α) Είναι 













−+






−=−

4
ημ

4
συν21 ππ

β) Η εξίσωση γράφεται −=







+
− 1

1
1 3

.

2. Η εξίσωση γράφεται
(      )2(z 2 + z + 1)(z2 z + 1) = 0 κτλ.

3. Έχουμε ππzz ημσυν01 77 +=⇔=+ κτλ.

4. ±

5. 1,   i, 1, i

i y

i i

x

6. Να πάρετε τα μέτρα και των δύο μελών  
της εξίσωσης.

7. α) 2,  4, 4, β) p = 4, q = 16

= 0

.

8. α) θ
θ

εφ2
συν

1
± β) 1

1)1)

22

2
2 =−

9. Η εξίσωση γράφεται ισοδύναμα 
((x x4 5 κτλ.

iz
z

z

i

i

+ 1
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ΓΕ ΙΚΕΣ 

1. β) 1
11 2

2

2

2

=









+









βα

.

2. x

x y

2 y2 = 1.

3. α) y = 3x β) y = 3x  9 7

γ) 





 −

10
7,

10
21A

4.    Τα εσωτερικά σημεία του κύκλου με 

κέντρο 
2 1,
3 3

K  − 
 

και ακτίνα 
3
5

=ρ

β) Τα σημεία της παραβολής y 2 = 4x.

6. Να πάρετε τα μέτρα και των δύο μελών  
της εξίσωσης.

7. α) 

β) Είναι γινόμενο δύο συζυγών παραστάσεων.

Οι τιμές του τριωνύμου είναι ομόσημες 
του α

α)

8. 

1 + z1 + z2 + … + zν = 0 με το μηδέν.

Να εξισώσετε το πραγματικό και το φαντα- 
στικό μέρος του αθροίσματος

 ΜΕΡΟΣ ΛΥΣΗ

1. i) {1, 2}A = − ii) Α = [1, 2]

iii) [ 1,0) (0,1]A = − ∪ iv) )0,(−∞=A .

2. i) ( ,1) (3, )x ∈ −∞ ∪ +∞

ii) ( 1,1)x ∈ − iii) x > 0.

3. i) x > 0 ii) x > 1.

4. α) 200, 69 cm β) 195,23 cm.

5. )20(
36

3
16

)( 2
2

E −+= με

(0,20)x ∈ .

6. i) f

x x x

(Α) = {2, 0} ii) f (Α) =

iii) ),2[)( +∞=Af iv) ),0[)( +∞=Af .

7. i) είναι ίσες στο ),0[ +∞

ii) είναι ίσες στο *

iii) είναι ίσες στο ),1()1,0[ +∞∪ .

R R

R

 ΟΡΙΟ 
  ΣΥ Ε ΕΙ  ΣΥ ΡΤΗΣΗΣ 

     μ δα
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.    Είναι σύνθεση των h ( x )  =  x 2    και

g ( x )  =  ημx .

    Είναι σύνθεση των h ( x )  =  3 x , g ( x )  =  ημx  
και ( x )  =  2 x 2   .

   Είναι σύνθεση των συναρτήσεων h ( x )  =  
2 x , g ( x )  =  x    και ( x )  =  l n x .

   Είναι σύνθεση των συναρτήσεων h ( x )  =  
3 x , g ( x )  =  ημx  και ( x )  =  x 2 .

     μ δα

1. i) 




<≤+−
<≤+−

=
21,2
10,1

)(

ii) 




≤<+−
≤≤

=
21,42
10,2

)(

iii) 




∪∈
∪∈

=
)4,3[)2,1[,0
)3,2[)1,0[,1

)( .x
x
x

x
xxx

x
x x
x x

x

f

f

f

   μ δα

.    f   γνησίως φθίνουσα στο (−∞ ,  

 i i )   f   γνησίως αύ ουσα στο ( ,+∞ .

i i i )   f   γνησίως φθίνουσα στο R.

i v)   f   γνησίως φθίνουσα στο (−∞,  .

.    Είναι  και 
3

2)(1 +
=− xxf ,

x ∈R.

  εν είναι .

 εν είναι .

2.
x

xxK ππ 5008)( 2 += , x > 0 και το κόστος 

είναι 942300 ≅π λεπτά = 9,42 ευρώ.

3.






≤<−
≤<

=
31,12
10,)(

2
Ε .

4. E(x) = x 2 + 10x, 0 < x < 5,

p(x ) = 20 2

2

x , 0 < x < 5.

5. i)








≥
<≤−

−<−
=

1,
11,1

1,
)( και 

).,1[)( ∞+=Α

f

f

ii) 




∈
∈

=

=

]2,(,0
],0[,ημ

)(
ππ

π
και

f (Α) = [0, 1].

6. i) f (x) = x2 + 1 ii) xxf −= 1)(

iii )f (x ημημ x ή f (x) = x.

7. α = 1.

8. α) πράξεις β) πράξεις.

9. i) )209(210)( ++= tttN
ii) 16 χρόνια.

)

x x
x x

x

x x
x x

xx

x
x x

x
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 Είναι  και f  – 1( x )  =  1 – x 3 , 0≥x .

  Είναι  και f  – 1( x )  =  1 – x , x ∈R.

 Είναι  και 
1

1ln)(1

−
=−

x
xf , x  > .

  Είναι –  και 
x
xxf

−
+

=−

1
1ln)(1 ,

 )1,1(−∈x .

 εν είναι .

.   ι συναρτήσεις f ,  και  αντιστρέφονται, 
ενώ η g  δεν αντιστρέφεται.

.   , ,  να εφαρμόσετε ιδιότητες των ανι-
σοτήτων.

   μ δα

1. i) 0)(lim
3

=
→

xf
x

, f (3) = 2

ii) 2)(lim
2

=
→

xf
x

, f (2) = 4.

   εν υπάρχει όριο στα x 0  =  , x 0  =  ,  f ( 1)  
=  , δεν ορί εται η  f  στο .

   εν υπάρχει όριο στα x 0  =  , x 0  =   ενώ 
2)(lim

3
=

→
xf

x
,  f ( 1)  =  ,  f ( 2)  =   και δεν 

ορί εται στο .

.                     δεν υπάρχει

 δεν υπάρχει.

.     και         δεν υπάρχει.

.    ψευδής        ψευδής        ψευδής

 Αληθής        ψευδής        Αληθής.

.    ή    .

   μ δα

1. i) 5 ii) iii) 220 iv) 0 v) 
2
11 −

vi) 2 vii) 3 9 viii) 0.

2. i) 43 ii) 
17
3 iii) 6.

3. i) 8/3 ii) 
2
1 iii) 

2
1 iv) 27.

4. i) 1/6 ii) 1/2 iii) 
8
3 iv) 

12
1 .

5. i) δεν υπάρχει ii) 2.

6. i) 3 ii) 1 iii) 2 iv) 0 v) 1
vi) 4.

7. i) 2 ii) 0 iii) 1/2.

8. i) 1 ii) 1.
9. α = 4/3 και β = 2.

   μ δα

.       0     .

.  δεν υπάρχει          .

.  0        .

.       0.

   μ δα

.    +∞    i i )  −∞      δεν υπάρχει.

.    δεν υπάρχει        δεν υπάρχει

 δεν υπάρχει.

   μ δα

. −∞ .

.  Αποδεί τε ότι 
+∞=

−
→

2

εφlim
π

και −∞=
+

→
2

εφlim
π

.x
x x

x

    μοίως.

. ια  =  , 2/3)(lim
1

=
→

xf
x

.

ια  =  0, 2)(lim
0

=
→

xg
x

.
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.  0  −∞  i i i )  +∞ .

   μ δα

.  −∞     i i )  −∞     i i i )  0       i v)  +∞ .

      0         0      .

.  +∞    i i )  +∞      i i i )  +∞    i v)  +∞

 0.

.           0               0

v)  – 1    vi )  +∞ .

   μ δα

   μ δα

.    .

.  συνεχής  συνεχής  συνεχής.

.  Μη συνεχής στο  . 

  Μη συνεχής στο .

 Μη συνεχής στο .

 υνεχής.

 .   Μη συνεχής στο   συνεχής.

 .   Είναι όλες συνεχείς ως σύνθεση συνεχών 
συναρτήσεων.

 .   ια τη συνάρτηση f ( x )  =  ημx  – x    να 
εφαρμόσετε το εώρημα του  στο 
0, π .

 .     α =  0     i i )  α =  – 1     i i i )  α =  1

  i v)  α =  .

 .   α εφαρμόσετε διαδοχικά το εώρημα του 
 στα ,  και , .

 .   Εργαστείτε όπως στο σχόλιο του εωρή
ματος .

0.    , 0      (0,      , 

  ( , .

   μ δα

.  =   .

. (α =  , β =   ή (α =   , β =  .

.   0)(lim)0(
0

==
→

xff
x

i i )  1)(lim
0

=
+→

xg
x

, 1)(lim
0

=
−→

xg
x

, οπότε

1)(lim)0(
0

==
→

gg
x

x .

.   Εφαρμόσετε εώρημα  για τη συ-
νάρτηση ( x )  =   f ( x )  – g ( x  στο 0, .

. α    εώρημα  για τη συνάρτηση  f ( x )  
=  ( x  – 2) ( x 4  +  1)  +  ( x  +  1) ( x    στο , 

.

β    μοια για τη συνάρτηση

f ( x )  =  x ( x  – 2)  +  ( x  – 1) l n x .

.     α αποδεί ετε ότι η ε ίσωση f ( x )  =  g ( x )  
στο (0, +∞)  έχει μια ακριβώς λύση.

μ> 1, −∞=
−∞→

)(lim ,

μ= 1, 0)(lim =
−∞→

.

ii) Για μ = 1, 2)(lim =
+∞→

,

μ= 0, +∞=
+∞→

)(lim και





∈∞−
∞+∪−∞∈+∞

=
+∞→ )1,0(,

),1()0,(,
)(lim

μ
μ

.

2. Για λ < 1 +∞=
+∞→

)(lim ,

λ > 1 +∞=
+∞→

)(lim και

λ = 1 2/5)(lim =
+∞→

.

Ώστε )(lim
+∞→

υπάρχει στο 

μόνο αν λ = 1

3. α = β = 1.

4. i ) 1 ii) 13 + iii) +∞ .

1. i) Για μ < 1, +∞=
−∞→

)(lim ,x

xf

f

f

f

f

f

f

f

f

x

x

x

x

x

x

x

x
x

x

x

x

x

x

x

x

x

x
f

R
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   α αποδεί ετε ότι η ε ίσωση  f ( x )  =  g ( x )  
στο  (0, +∞ )  έχει μια ακριβώς λύση.

.    α    x    ή   
β     συνάρτηση   f   στο (  ,  δεν μη-

δενί εται και είναι συνεχής. 

γ   21)( −= ]1,1[−∈f x x x  ή

 
21)( −−= ]1,1[−∈xf x x

  α    x  =  0 
β    η  f  στο (−∞, 0  συνεχής και δεν μη-

δενί εται. μοίως και στο (0, +∞)  γ  
f ( x )  =  x  ή f ( x )  =  – x  ή ||)( =xf x  ή 

||)( −= xxf .

.    ΟΒ: y = x, 1: +−= xyΑΓ .
   α αποδεί ετε ότι οι ε ισώσεις f ( x )  – x  

=  0 και  f ( x )  +  x  – 1 =  0 στο 0,  έχουν 
κάποια λύση.

.   2
0

2
0 ))(()()( yxfxxxdd −+−== ,

],[ βα∈x .

   α εφαρμόσετε το εώρημα μέγιστης και 
ελάχιστης τιμής για την d  στο α, β .

 Ι ΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

   μ δα

.  0           0

.   0     εν παραγωγί εται
i i i )  1 i v)  1

. g (0  =   f ( 0 .

.     εν είναι συνεχής στο 0 και άρα δεν πα-
ραγωγί εται

   εν παραγωγί εται στο .

. Από την άσκηση 

i )  y  =  1    i i )  y  =  – 2 x  +  3    i i i )  y   0.

Από την άσκηση 

i )  y   0  εν ορί εται

i i i )  y  =  x  +  1 i v)  y  =  x   .

   μ δα

.  f (0  =   .

.  f (  =  .

.  f (0  =  .

.  f (0  =  .

.  Με κριτήριο παρεμβολής βρίσκουμε ότι  
f (0  =  .

6. 0)(lim
0

=
→

xf
x

, οπότε f (0) = 0 και με κριτή-

ριο παρεμβολής βρίσκουμε f ′(0) = 1.

7. i) 0)(lim
0

=
→

xf
x

, οπότε f (0) = 0.

8. i) Είναι

h
xfhxf

h
xfhxf

−
−−+

−=
−− )())(()()( 0000

κ.τ.λ.
    Είναι

        

       κ.τ.λ.

.   το .    το . 

   i i i )  t  =   αλλά ει το , t  =   το  και

        t  =   το 

    το  το  το .

   μ δα

1. i)  4 ii) 1/6

iii) 
2
1

− iv) 1/e v) 2.

2. i) Δεν παραγωγίζεται στο 1.

f x h f x h
h

f x h f x f x h f x
h

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,

0 0

0 0 0 0

+ − −
=

=
+ − − − +
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.   Ευθ. τμήμα με κλίση  για x 0, , ευθύ-
γραμμο τμήμα με κλίση  , για x ,  και 
ευθ. τμήμα με κλίση  για x , .

   μ δα

.   α =   ,   β =  π.

.    ε ίσ. εφαπτ. της C f  στο ( , f (  είναι 

22
1 ξ

ξ
+= xy  η οποία διέρχεται από το 

( – , 0 .

.   ( – 2 α,  α3  και  f  ( α)  =  4  f  (α .

.    Είναι ( 2 , 0 , 







ξ

Β 2,0 και 







ξ

ξΜ 1, .

 .

   μ δα

1. i) f ′(x) = 7x6 x3 + 6

ii) 
x

xxf 16)( 2 +=′

iii) f ′(x) = x3 x2 + x

iv) xxxf συν3ημ)( −−=′

2. i) f ′(x) = 3x2 x .

ii) f ′(x) = ex(ημx + συνx).

iii) 22 )1(
4)(
x
xxf

+
−

=′ .

iv) 2)συν1(
συνημ1

1

16

)(
x

xxxf
+

+−
=′ .

v) f ′(x) = x(ημ2x + xσυν2x)

3. i) 2)(ln

1ln
)(

x
x

xe
xf

x 





 −

=′ .

ii) 
x

xxf
2ημ

2συν4)( 2
−

=′ .

iii) xe
xxxf ημσυν)( −

=′ .

iv) 22

2

)1(
)1(4)(

−
+

=′
x
xxf .

4. i)








>







+

<+
=′ ,0116

0,34
)( x

x

xx
xf

   ενώ δεν παραγωγί εται στο 0.

ii)




>
≤+

=′
0,

,

1
0,συν2

)(
x
xxx

xf .

5. i) ( και (2, 4))42

( )21,

.

ii) 







e
1,1 .

iii) , (1, 2)

6. 2)1(
4)(

−
−

=′
x

xf , {1}x ∈ − και

2)1(
4)(

−
−

=′
x

xg , }1{),0[ −∞+∈x .

.

R

ii) 




≥
<

=′
0,1
0,συν

)(
x
xx

xf .

iii) Δεν παραγωγίζεται στο 2.

iv) Δεν παραγωγίζεται στο 2/3.

3. 2121 )()( xxxfxf =⇔′=′ άτοπο αφού 

21 xx ≠ , ενώ για την f (x) = x3 υπάρχουν 

τα ),( 3
11 xx , ),( 3

11 xx −− .

4.














∈−
∈
∈
∈−

−∈

=′

)9,6(,3/4
)6,4(,4
)4,2(,0
)2,0(,2
)0,2(,1

)(

x
x
x
x

x

xf .
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ι συναρτήσεις  f , g  δεν είναι ίσες αφού δεν 
έχουν το ίδιο πεδίο ορισμού.

   μ δα

.   Το κοινό σημείο είναι το ( ,  και ισχύει 
f ( g (  =   .

.   Τα κοινά σημεία είναι ( ,  

και (  ,  .

  y  =  3 x    εφάπτεται στο ( , .

.   α =  0,  β =   .

.    y  =  x    εφάπτεται της C g  στο σημείο 
(  , 0 .

.   f ( x )  =  x 3  – 4 x 2  – 9 x   .

.   Έστω ότι υπάρχει το  f ( x )  =  α 2  +  β   γ και 
καταλήγουμε σε αδύνατο σύστημα.

.      ροσθέτουμε και αφαιρούμε στον αριθ-
μητή την ποσότητα x  f ( α . 

   ροσθέτουμε και αφαιρούμε στον αριθ-
μητή την ποσότητα x f ( α . α λάβετε 

υπόψιν ότι το
α

α

α −
−

→ x
eex

x
lim  είναι η παρά-

γωγος της h ( x )  =  x  στο α.

. 
8
π ,

8
5π ,

8
9π ,

8
13π .

.      
x
xxf

3
2)(

3 2

=′ , x ≠ 0 και δεν παραγωγί-

εται στο 0.  ε ίσωση της εφαπτομένης 
στο (0, 0  είναι η x  =  0.

7. 1
2
12)1()1( −=






−=′′ gf .

8. α = 2.

9. i) ( 2, 3) (2, 7).

ii) 








 +−
9

45310,
3

32 και

και










 +
−

9
45310,

3
32 .

10. y = 2 1

12

x και

y = x .

11. α = 1, β = 1, γ = 0.

12. i) 37 )43(
)1(24)(

+
+−

=′
xx
xxf .

ii) 
3 13

2)(
−

=′
x

xf , ),1( +∞∈x .

iii) 222 )1(
2

1
1συν)(

x
x

x
xf

+
−

⋅







+
=′ .

iv) 
)1(
)1()( 2

2

xx
xxf

−
+−

=′ .

v) )2()(
2

xexf x −=′ − .

13. i) f ′(2) = 20.

ii) 
6
5)4( =′f .

iii) 








 +
=






′

48
36

12
1

6
1 πf .

iv) f ′(3) = 5.

14. i)
x

xxxf x 1ln2)( ln=′ .

ii) f ′(x) = 25 3x ·5ln2.

iii) 





 +=′

x
xxxf x

ln
1)ln(ln)(ln)( .

iv) f ′(x) = eσυνx(συν ημx 2x).

15. f ′(x) = ημ2x και

f ″(x) = 2συν2x, οπότε ισχύει η ισότητα.
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i i )   
3 23

4)(
x

xxf =′ , x ≠ 0 και  f (0   0.  ε ί-

σωση της εφαπτομένης στο (0, 0  είναι η 
y   0.

0.    ε ίσωση της εφαπτομένης της C f  στο 
( , f (  είναι η y  =  x  – 1 +  f (  που εφά-

πτεται της C g  στο (0, g (0 .

.     f (0   .

   ε ίσωση της εφαπτομένης είναι η y  =  
x    που σχηματί ει με τους ά ονες ισο-
σκελές τρίγωνο.

 

   μ δα

. E (  =   π 2 / s

V (  =   π 3 / s

. 
π81

25 cm/s.

. ( )20 220, 20 220x ∈ − + .

.  x ( t )  =  15 t , y ( t )  =  20 t .

i i )  d (t    .
. ( , .

   μ δα

.  3 .

. (    2 .

. 0,  .

. 0,  .

. 0,  .

. 
χρόνουμονάδα
μήκουςμονάδες2 .

.  
25
1

− rad/sec.

i i )  
2,75
25

− m/s.

 
. 33 m/s.

   μ δα

1. i) 1 ii) 
6
π ή

2
π

iii) 
2
π iv) δεν ισχύει.

2. i) 2 ii) 
4
π

iii) )1,3( −−∈ξ και ξ = 1.

3. Έχουμε 
αβ

αβg
−
−

==′ lnln1)(
0

0 και

0 < α < x

x
x

0 < β οπότε 
αxβ
111

0
<< .

   μ δα

.    .  στα διαστήματα  , 0  και 
0, .

   .  στο x 1, x 2  όπου x 1, x 2  οι ρί ες της 
f  στα διαστήματα (  , 0  και (0, .

.   .  στο 0, .

i i )    0)(1εφ =′⇔−= xfxx  που έχει ρί α στο 
(0, .

.     ποθέτουμε ότι η ε ίσωση f ( x )  –  x  =  0 
έχει  ρί ες x 1, x 2  και εφαρμό ουμε . 

 για τη συνάρτηση g ( x )  =  f ( x )  – x , 
x x 1, x 2 . 

 Εφαρμογή του ερωτήματος  με

 
2

ημ)( xxf = .

.   0)1|(|
2
1

1
2

2 ≥−⇔≤
+

x
x

x .

 .Μ.Τ. στο α, β .

. .Μ.Τ. στο 0, .
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. εί τε ότι 0)0f f( ≤ και 0)0( ≥ .

.   ποθέτουμε ότι έχουν τρία κοινά σημεία με 
τετμημένες ρ1 <  ρ2  <  ρ3  και εφαρμό ουμε . 

 για την ( x )  =   f ( x )  – g ( x  στα διαστή-
ματα ρ1, ρ2 , ρ2 , ρ3 .

   μ δα

. (x   0, x ∈R, οπότε ( x )  =  c .

.     νησίως αύ ουσα στο R.

   νησίως αύ ουσα στα διαστήματα (−∞ , 
 , , +∞  και γνησίως φθίνουσα στο 

διάστημα , .

   νησίως αύ ουσα στ  ,  και γνησίως 
φθίνουσα στα διαστήματα (−∞ ,  και 

, +∞ . 

.     νησίως αύ ουσα στο διάστημα (−∞, 
και γνησίως φθίνουσα στο , +∞ .

    νησίως αύ ουσα στο (0,  και γνησίως 
φθίνουσα στο , +∞ .

   νησίως αύ ουσα στο 





2
,0 π , γνησίως 

φθίνουσα στο 



 ππ ,

2
 και σταθερή με τιμή 

μηδέν στο π, π .

.    f ' ( x )  =  5 ( x 4    > 0 και

011)( >+=′
x

xg , .),0( +∞∈x

     f  έχει σύνολο τιμών το R, ενώ η g  το  
διάστημα ( , +∞ .

   Το 0 ανήκει στο σύνολο τιμών των συναρ-
τήσεων και είναι γνησίως αύ ουσες.

.   0
1

1)( >
+

+=′
x

exf x .

i i )    f ( 0   0 και η  f   γνησίως αύ ουσα.

   μ δα

.   Με εφαρμογή του κριτηρίου παρεμβολής 
βρίσκουμε ότι f ′(x0) = 0, 0x ∈R.

.     f (x )  =  3( x 2     0 για κάθε )1,1(−∈x .

   α  , α  

   Το 0 ανήκει στο σύνολο τιμών της  f  και 
είναι γνησίως φθίνουσα στο (  , .

.   t  =   ή t  =  .

    Αριστερά όταν )4,0(∈t  και δε ιά όταν 
)5,4(∈t .

    ταχύτητα αυ άνεται στα διαστήματα 0, 
 και ,  και μειώνεται στο διάστημα 

( , .

. 0
)2(

100)( 3 <
+

−=′
t

ttV

25)(lim =
+∞→

tV
t

και το σύνολο τιμών της V  εί-

ναι το ( , 0 .

.    0
)1(
)3()( 22

22
>

−
+

=′
x
xxf για κάθε 

{ 1,1}x ∈ − −R .

   ταν x  ανήκει σε καθένα των διαστημά-
των )1,( −−∞ , ( 1, 1), ),1( +∞−  η f  παίρνει 
τιμές στο R και επειδή η ε ίσωση γράφε-
ται ισοδύναμα f ( x )  =  α με α R, έχει  
ρί ες.

. 3≥α .

.    f (x )  =  x ημx  > 0, 





∈

2
,0 πx .

   σχύει  f ( x )  >  f ( 0 , 





∈

2
,0 πx   αφού f  

γνησίως αύ ουσα στο 






2
,0 π .

i i i )  0ημσυν)( 2 <
−⋅

=′
x

xxxxf

λόγω του ερωτήματος .
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.     0
συν

)1συν2()1συν()( 2

2
>

+−
=′

x
xxxf

για 





∈

2
,0 πx .

   Επειδή  f ( 0)  =  0 και η f  είναι γνησίως αύ-

ουσα στο 






2
,0 π , ισχύει )0()( fxf ≥ .

   μ δα

.   το x  =   τοπικό μέγιστο και στο x  =   τοπικό 
ελάχιστο.

. α   νησίως αύ ουσα στο R.

    Τοπικό μέγιστο το g ( –1)  =   και τοπικό 
ελάχιστο το g ( 1)  =  0.

   Τοπικό μέγιστο το h ( 0)  =    και τοπικό 
ελάχιστο το h ( 1)  =   .

β      Μια ρί α στο R ως συνεχής και γνησίως 
αύ ουσα.

    Μια ρί α στο (−∞ , , μια στο ,  
και μια στο , +∞ .

    Μια ρί α στο , +∞ .

.     Το f ( 0)  =  0  τοπικό ελάχιστο, το f ( 1)  =  1 
τοπικό μέγιστο.

   Ελάχιστο το g ( 2)  =   .

.     Ελάχιστο το  f ( 0)  =  1 .

   Ελάχιστο το 
e

ee
f

1
11







=






 .

.   α =  , β =  0, τοπικό μέγιστο το f ( –  1)  =  3  και 
τοπικό ελάχιστο f ( 1)  =  – 1.

.   Είναι 





 +=

x
xxp 4002)( , x  > 0 και ελάχιστο 

το p ( 20)  =  0.

  
 .   Είναι Ε( x )  =  – x 2  +  40 x , x (0, 0  

και μέγιστο το Ε( 20)  =  00.

  . 
3
4  .

  .  (Ε ) 2  =  2 x 2  – 4 x   .  .

0. 0 μονάδες.

   μ δα

.    νησίως αύ ουσα στο 





3
,0 π

 και γνησίως 

φθίνουσα στο 



 ππ ,

3
.

   Μια ακριβώς ρί α στο 

.     f  είναι γνησίως αύ ουσα στο (0, +∞ .

   νησίως φθίνουσα στο (0,  και γνησίως 
αύ ουσα στο , +∞ . Ελάχιστο το ( 1)  

 0.

   οινό σημείο ( , 0 , κοινή εφαπτομένη 
την y  =  x   .

.    α     f ( x )  =  x  – x    είναι γνησίως αύ-
ουσα στο 0, +∞  οπότε f ( x )  >  f ( 0 .

β     21( ) 1
2

x= − − − είναι γνησίως 

αύ ουσα στο 0, +∞ .

   α    Αν 21( ) συν 1
2= , τότε  f  (x )  =  

 συνx    οπότε η f   γνησίως αύ ουσα 
στο R. 

Άρα f  (  > f  (0 , οπότε και f  γνησίως 
αύ ουσα στο R.

β   Με τη βοήθεια του ερωτήματος 

 α   βρίσκουμε ότι η xxxxg −+= 3

6
1ημ)( , 

x R 
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είναι γνησίως αύ ουσα στο 0, +∞ .

   α    Αν f ( x )  =  ( 1 +  x ) ν    νx , 0x ≥ τότε 
f  (x   ν (   x ) ν    > 0.

β    Με τη βοήθεια του ερωτήματος α  
βρίσκουμε ότι η συνάρτηση

2

2
)1(1)1()( xννxνxxg ν −

−−−+=

είναι γνησίως αύ ουσα στο 0, +∞ .

  .     f (x   0 είναι αδύνατη στο R.

  .   εωρούμε την h ( x )  =  f ( x )  – g ( x , οπότε 

f ′(ξ) = g′(ξ) με ),( 21 xxξ ∈ .

  .  Είναι  f (α)  =  f (β)  =  f ( )  =  0 και .  
στα διαστήματα α, β  και β, .

  .  75,0)349(
11
4

≅−= m.x

  .  xxMA +





 −=

2
2

2
9)( και Μ(4, 2).

i i )  εφ ·  =   .

  .  
π

200 και 00.

10. Οι εισπράξεις είναι

Ε(x) = x(1500 x ).

Ε′(x) = 0, οπότε x = 150.

11. i) t = 200 s ii) 6,55≅t s.

12. i) ΗΒΓΔABE ⋅
+

=
2

, όπου ΗΒ ύψος 

τραπεζίου.  ΗΒ = 2ημθ και ΗΓ
= 2συνθ.

ii)
3
πθ = .

13. ii) 75.

14. Η πυκνότητα του καπνού είναι 
r = r + r

5

Είναι

1 2

22 )12(
8

x
pk

x
pk

−
⋅+= , k ∈ R.

ε   από το εργοστάσιο Ε1.

   μ δα

.    οίλη στο ( −∞, , κυρτή στο , +∞ )   
και το ( , 0  σημείο καμπής.

   οίλη στα (−∞, , (0, , κυρτή στα , 

0  και , +∞ , ενώ τα σημεία καμπής εί-

ναι 





 −−

4
5,2  και 








4
5,2 .

.    οίλη στο  (−∞, , κυρτή στο , +∞ , 

ενώ το 







e
2,2  είναι σημείο καμπής.

   οίλη στο (0, , κυρτή στο +∞ , ενώ 
το ( , 2  είναι σημείο καμπής.

   οίλη στο (−∞, 0 , +∞ , κυρτή στο 
0, , και τα (0, , ( ,  σημεία καμπής.

.    υρτή στα










−∞−

2
2, , 











+∞,

2
2 ,  

κοίλη στο 











−

2
2,

2
2  και τα 











− − 2/1,

2
2 e , 










− 2/1,

2
2 e σημεία καμπής.

   οίλη στο 




− 0,

2
π  και κυρτή στο 







2
,0 π

, 

ενώ το (0, 0  είναι σημείο καμπής.

   οίλη στο (−∞, 0 , κυρτή στο 0, +∞  και 
το (0, 0  σημείο καμπής.
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   οίλη στο (−∞, 0 , κυρτή στο 0, +∞  και 
το (0, 0  είναι σημείο καμπής.

   υρτή στο (−∞, 0 , κοίλη στο 0, +∞  και 
το (0, 0  σημείο καμπής.

.    γνησίως αύ ουσα στα , , , .

 γνησίως φθίνουσα στα , , , 0 .

   κοίλη στα 0, , ,  και , 0 .

 κυρτή στα , 0 , ,  και , .

  Τα ,  είναι θέσεις τοπικών μεγίστων.

 Τα , , 0 είναι θέσεις τοπικών ελαχίστων.

  Τα 0, , , ,  είναι θέσεις σημείων καμπής.

.    ταν t 0, t 2  κινείται αριστερά και όταν 
t t 2 , +∞  δε ιά.

    ταχύτητα αυ άνεται στο διάστημα t 1, t 3  
και μειώνεται σε καθένα από τα διαστήμα-
τα 0, t 1   και t 3 , +∞ .

   μ δα

. 









−−

4
3,3A  , (0, 0  και  











4
3,3 . 

Τα ,  έχουν αντίθετες συντεταγμένες.

. (α,   α2 .

.  f  (x  > 0 για κάθε x R.

.    Τοπικό μέγιστο το f  ( 0)   =  , τοπικό ελά-
χιστο το f  ( 2)  =    και σημείο καμπής το 
( , 0 .

i i )   =   =   .

.   f   δεν μηδενί εται στο ( , .

   μ δα

.    x   .  
2
πx −= ,

2
πx = .

 δεν υπάρχουν  x   0.

.    y   .  y   0 στο +∞ .

.    y  =  x , x   .

 i i )  y  =  x   , x   .

i i i )  
2
1

+= xy  στο +∞  και

2
1

−−= xy στο −∞.

.  .  
2
1

.  0.

   μ δα

.  0))1()((lim =−−−
−∞→

,

0))1()((lim =+−
+∞→

.x x

xx
x

x

f

f

    f  είναι κυρτή στο R και άρα βρίσκεται 
πάνω από την 1 κοντά στο −∞  και πάνω 
από την 2  κοντά στο +∞ .

.  y   0.  y   0.

. α  , β  .

.   ρησιμοποιείστε τους κανόνες   
.

. ρησιμοποιείστε τους κανόνες   .

.  , 0.    x   0.

   μ δα

.    Είναι  f (x )  =  3( x 2  – 2 x   , f ( x   x  
  και να κάνετε τον πίνακα μεταβολών 

της  f .
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i i )   2)1(
2)(
−

−=′
x

xf ,

3)1(
4)(
−

=′′
x

xf ,

 

        ασύμπτωτες 

y  =  , x  =   και να κάνετε τον πίνακα με-
ταβολών της  f .

.    
x

xxf 1)(
2 −

=′ , 3
2)(
x

xf =′′ , ασύμπτωτες 

x  =  0 και y  =  x  και να κάνετε τον πίνακα 
μεταβολών της  f .

 μοίως.

.   f (x )  =    συνx ,  f  ( x )  =   ημx  και να κάνετε 
τον πίνακα μεταβολών της  f   στο π, π .

Ν  
 

 μ δα

.    f (  =  g ( .

   α πάρετε τη διαφορά ( x )  =  g ( x )  – f ( x )  
και να ε ετάσετε το πρόσημό της.

.    α πάρετε τη συνάρτηση ( x )  =  f ( x )  – g ( x .

.   Ε (θ)  =  συν θ  συνθ. 

Μέγιστο το  
4

33
3

=





 πΕ .

.   Το εμβαδόν του τομέα είναι θrΕ 2

2
1

=  ή 

Ε( )  =  10  – 2 . Μέγιστο το Ε( 5)  =  .

.     
4
πθ =  και το μήκος της σκάλας είναι 

2 2 2,8≅  .

  .   
2
ln1)(

x
xxf −

=′ , 3
3ln2)(

x
xxf −

=′′ και 

να κάνετε τον πίνακα μεταβολών της  f .

     f  είναι γνησίως φθίνουσα στο ), ,[ +∞e
οπότε

f f( ) ( ) ( )α α α αα α> + ⇔ > ++1 11

   α λογαριθμήσετε την ισότητα x  =  x 2 . 
 f  είναι γνησίως αύ ουσα στο (−∞ , , 

οπότε παίρνει την τιμή x    μια φορά. 
μοίως στο +∞  παίρνει την τιμή x  =  
 μια φορά.

  .     α πάρετε τη συνάρτηση f ( x )  =  αx  +  
β x  και να εφαρμόσετε το θεώρημα του 

.

   α πάρετε τη συνάρτηση  f ( x )  =  αx  – x  – 
 και να εφαρμόσετε το . .

  .  ′′ = > ′′ = − <f x e g x
x

x( ) , ( ) .0 1 02

 i i )  y  =  x    και y  =  x   .

 η f  είναι κυρτή, ενώ η g  είναι κοίλη.

 α πάρετε τη διαφορά  f ( x )  – g ( x .

  .   ( 1 – l n .    =  

   εωρείστε τη διαφορά g ( x )  –  που εί-
ναι η f ( x .

0.  f ′(0) = 0 ii) 
κπ

x 1
= , *κ ∈Z .

i i i )  0))((lim =−
+∞→

xxf
x

0))((lim =−
−∞→

xxf
x

.

  και 

.   Α.   (x )  =  0, x R, οπότε ( x )  =  c   
     i i )  (x   0 και ( x )  =  0, x R.

.    α λάβετε υπόψιν το ερώτημα .

22-0181-02_HR.indb   385 12/12/2013   10:57:22 πμ



 Υ Ο ΕΙ ΕΙΣ  ΤΗΣΕΙΣ ΣΚΗΣΕΩ

.  0),det( =PNPM .

   α εφαρμόσετε τους κανόνες    
.

.   .      Αν  το ύψος του τριγώνου ,   

τότε 
42

ημ lθ
=

     i i )   S   υt , οπότε S  =  4 t

. l (t   συνt .

      α       β  0     γ   .

.  υνολικό κόστος

 
1000( ) 600 10( 1)K x x

x
= + + + . 

ρέπει να προσλάβει 0 εργάτες.

3  ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ 
    ΛΟΓΙΣΜΟΣ

   μ δα

1. i) cxxx
++− ημσυν

4

4

ii) cxxx
+++ ||ln

2

2

iii) cx +2/5

5
6

iv) cxxx
+++ 4

3
2

3

v) cxxex ++− 2ημ
2
1||ln3

vi) εφx + σφx + c

vii) cxx +++ |2|ln .

2. 52)( −= xxf .

3. 43

3

2
3)( 2 ++= xxxf .

4. f(x) = x4 + x2 x + 2.

5. 19 εκατ.

6. 100
2

5
3

)(
23
++=

xxxK .

7. 352 χιλ.

   μ δα

. T ( t )  =  α – k t  +  T 0

. .  ευρώ.

. ,  ευρώ.

.  f (x )  =  g (x )  +  c 1 κ.τ.λ.

   μ δα

ii) cxxe x ++− )7106(
4
1 22

iii) c+−
16

ln
4
1 4

4

iv) ( x

x x x

2 + 1/2)συν2x + xημ2x + c

v) 2xημ2x + συν2x + c

vi) cxxx +−ln

vii) c
x x
x

+−−
1ln

viii) cxxex

x

++ )2ημ22συν(
5
1

ix) ce +− )συνημ(
2
1 .

 i) cx +− 3συν
3
1

ii) cxx ++− 42 )7164(
32
1

iii) c
xx

+
+
−

32 )6(6
1

iv) cx ++ 2/13)2(
3
2

v) cxx

x x

+−+ )23()1(
15
2 2/3 .

3. i) συνex + c ii) ln(ex + 1) + c

1. i) e x(x2 + 2x + 2) + c

2.
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   μ δα

   μ δα

iii) cx +ln2

iv) ln(ln(ex + 1)) + c

v) c
x
+

1συν .

1 . i) ln(1 +  συν2x) + c

ii) cx +− 2)]συν[ln(
2
1

iii) eημx + c.

2. i) c
x

x
+







 

+
−

2/3

3

3 1
9
2

ii) cx ++12

iii) cxx +−++ ]1)1)[ln(1(
2
1 22 .

3. i)  cxx
+− )

3
2

2

(ln
3

2
3

ii) t (lnt)2 tlnt + 2t + c

iii) exημex + συνex + c.

4. i)  cx +− |συν|ln και

cxxx ++ |συν|lnεφ

ii) c
x
+−

ημ
1 και

c
x

x

x x

+−−
ημ
1σφ

iii) c+− συν
3

συν3
και

cxx +−
3

ημημ
3

.

5 . i)  cxx +− 2ημ
4
1

2
1

ii) 

iii) c+− 4ημ
32
1

8
1

.

c+− 2ημ1
.

6 .i)  cxx +− 3συν
6
1συν

2
1

ii) c++ ημ8
16
1ημ2

4

2

1

iii) cxx

xx

x

x x

x

+− ημ6
12
1ημ2

4

4

1 .

7. i) cx
x
x x

x ++− |2

2
1
4

3

x xx3

|ln 2

x2

ii) c+

c+

−+

+ ++

−− |2

2−

|ln

ln ln

8|1|

|1| + ||

ln5

iii)

.

iv)
1ln
1

x c
x
−

+
+

.

1 . i) 
cx

y
+

= 22
1 ii) y2 x2

2

= c

iii) 
2xcey = iv) y = ln(ημx + c).

i) xcey 2

2
3
+−= ii) y = e x + ce x

iii) y = 2x + ce x + 2

iv) 2/1
2
+= −xcey .

3.
12

3
2 +
−

=
x

y

4.
3
2

=y .

5. i) xe
y εφ

41−=

ii) 
1

21ln
+

+−
=

x
xxxy .

2.
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  μ δα

  μ δα

.                .

. t
t

ln1ln1ln −= .

.  =  .

.        

  μ δα

.         
e

23−      i i i )  –1      i v)  
6
29 .

. φαρμό ουμε ιδιότητες.

. 

. i) |ημ|ημ xx ⋅−     i i )  x
x

2
συν

−

.  
1

1
2 +x

    χρησιμοποιείστε το ( .

  μ δα

. κατά παράγοντες.

  μ δα

1. 1=f .

3.
2
βα + .

1. tetttI −+−=
2
1)συνημ(

2
1)( .

2. y2 = 2x.

3. y = x2 + cx.

4. 2

2x

ey = .

5. tt e
c

e
ty αλλα

β
+⋅

−
=

=

1)(

t)(

.

6. .

7. ii) t

t

κ

κ

e
κ
mp

κ
mtP

T T







 −+= 0

0 

)( , κ > 0.

8. i) π
dt
dV ′= 100

ii) 

2

6
100

5)( 









+−= tty

iii) 5120=t sec.

9. Rc
tt

eEtE
1

0)(
−

−

= .

10. i) α) te
ctI 35)( += , β) 5

ii) te
ctttI 3)3συν3ημ(

4
5)( +−= .

∂∂

y

1. 10.

2. f ′(x) = 0.

3. Τοπ. ελάχιστο το f(2) = 0

4. ∫ +
x

xxfdttf
0

)()( .

5. F (x) = 0, ),0( ∞+∈x .

.

6. De l’ Hospital.

7. i) 3224 − ii) συν1.

8. i)
3
5 ii)

2
2

2π
− iii)

6
11 .

9. i) 4 ii)
e

e 2−

iii)
2
19ln

2
910ln5 −− , iv) )1(

5
1 2/ +− πe .

10.
8

2π ,
2
1 ,

4
1

16

2
+

π ,
4
1

16

2
−

π .

11. f (0) = 1.
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  μ δα

1.
3

22 βαβα ++
=f ,

αβ
1

=g .

2.α)
nl

PR
6

2
β)

nl
PRυμεγ 4

2
= .

  μ δα

1.
3

14 τ.μ.

2. i)
4
35

τ.μ. ii) 3 τ.μ.

3.
2
9 τ.μ.

4.
12
37 τ.μ.

5.
6

125 τ.μ.

  μ δα

1. y = 6x ,
4
13 =E τ.μ.

2. 2
3
84+ τ.μ.

3. 11
12

τ.μ.

4.
6
1

1

τ.μ.

5. i ) 1 + e(lnλ ) ii) +∞ .

6.
2
3

3ln
2

+ τ.μ.

7.
4
7 τ.μ.

8. i) y = x, y = x + π ii) 2
4

2
−

π .

9. α)
3
1 τ.μ. β)

3
63+−

=x .

10.
2
1 .

11.  f (x) = x2 x +2 ii) 
6
1 τ.μ.

12.  i) y = x+ , y = 2x

ii) 
3
4

1 =E ,
3
2

2 =E .

2

3

2 6

i)

Ν  
3  

 μ δα

2. i) 3ln− ii) 3ln .

3. c++−+ |2|ln|1|ln

i) cx

u u

x ++−+ |2ημ|ln

ln

|1ημ|ln

ii) ln(ex + 1) ex+ 2) + c.

4. i)
22

1
+ν

ii) 2ln
2
1 , )2ln1(

(

2
1

− ,
4
12ln

2
1

− .

6. i) ),1[ ∞+=fD ),1[ ∞+=FD .

7. i) F(x) + G(x) = ex ,

5
1

1

)2ημ22συν(
5

)()( −+=− xxexGxF
x

ii) )1(
5
3

−= ππ eeI , )1(
5
2

−= ππ eeJ .

1. ii) 3ln
4
π .

.  Τα μέλη της ισότητας έχουν ίσες παραγώ-
γους.
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8. 3 4=α .

9. i) 0 < λ < 1, 11)( −=
λ

λΕ ,

λ > 1,
λ

λΕ 11)( −= .

ii) λ = 2 iii) +∞ και 1.

10. i) ∫ ≥−
β

α
0))()(( dxxgxf .
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